
COMPLÈTES 



PUHt-IÉES SOUS I.A DIRECTION SCIENTIFIQUE 

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES 

ET SOCS LES AUSPICES 

DE M. LE MINISTEE DE L’INSTRUCTION PÜRLK 


SÉRIE. - TOME Vfll. 



PARIS, 

CAUTHIEK-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

DU BU H EAU DES LONGITUDES, DE l’ÉCOLE POLYTECHN 

Quai des Augusiins, 55. 

M ÜCCC XClll 



PREMIÈRE SÉRIE. 


MÉMOIRES, NOTES ET ARTICLE 


EXTRAITS DES 


lIKCIfKILS Dlî CACADIÎMIIÎ DES SCIENCES 


\)K L’INSTÏTÜT DE FllANCE. 




NOTES ET ARTICLES 


EXTRAITS DES 

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 

UE L’ACADÉMIE DES SCIENCES. 


(SUITE.) 




NOTES ET ARTICLES 

EXTRAITS DES 

'ES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES. 


216 . 

lA'i'tiiiJiATiQUK. — Noie sur le développement des fonctions en 
rdonnées suivant les puissances entières positives et négatives 
iables. 

C. R., T. XV 1 [, p. 193 ( il juillet iH/, 3 ). 

'eloppeinents des fonctions suivant les puissances entières et 
des variables dont elles dépendent ne subsistent générale- 
pour des modules des variables qui ne dépassent pas écr¬ 
ites indiquées par un théorème général que j’ai donné dans 
èdents Mémoires. Lorsque ces limites sont dépassées, les 
ments, pour demeurer convergents, doivent changer de 
enfermer, non seulement les puissances entières et positives 
les, mais encore leurs puissances entières et négatives, quel- 
s puissances négatives seules. Il arrive même, en général, 
odules des variables venant à croître indéfiniment, les déve- 


grandeur les modules des diverses racines de l’équation ai 
qu’on obtient en égalant la fonction à Le module de la vai 
pourra être, ou inférieur au premier, c’est-à-dire au plus p 
modules calculés, ou compris entre le premier et le second, ( 
pris entre le second et le troisième, etc., ou enfin supérieur 
nier, c’est-à-dire au plus grand module. Cela posé, dans cha 
cas dont il s’agit, la fonction rationnelle donnée pourra êti 
loppée en une série dont les divers termes seront proportionni 
puissances entières de x. Mais le développement, pour demou 
vergent, devra changer de forme dans le passage du pi’emiei 
second, du second cas au troisième, du troisième au quatrièi 
Dans le premier cas, le développement devra renfermer uniq 
les puissances entières et positives de la variable. Dans clia 
autres cas, il admettra en outre des puissances négatives, m 
des coefficients qui changeront de valeurs quand on passera ( 
à un autre; et même dans le dernier cas, c’est-à-dire lorsque le 
de la variable deviendra supérieur au plus grand des modules c 
les termes proportionnels à des puissances positives de la vari; 
paraîtront ou se réduiront à ceux qu’on obtient quand, apr 
réduit la fonction donnée à une seule fraction rationnelle, o 
algébriquement le numérateur de cette fraction rationnelle 
dénominateur. 

Ce que nous venons de dire suffit pour montrer que la th 
développement des fonctions en séries de termes proportion: 
puissances entières des variables ne doit pas être restreint 
où ces puissances sont toutes positives, mais qu’au contrai 
théorie, qui s’applique avec succès à un si grand nombre ( 
tiens diverses, doit embrasser le cas où les puissances sont 
espèces, savoir, les unes positives, les autres négatives. 

On démontre facilement que, dans le cas où une fonctic 
variable x est développable en une série convergente ordon 
vant les puissances entières et positives de x, elle offre un se 
loppement de cette espèce. Même cette proposition est un f 


fondamental sur lequel repose, dans l’analyse algébrique, la théorie 
des suites. Il importait de voir si le même théorème continue de sub¬ 
sister dans les divers cas où les termes du développement deviennent 
proportionnels, les uns à des puissances positives, les autres à des 
puissances négatives de la variable, et si l’on peut alors donner encore 
de ce théorème une démonstration en quelque sorte élémentaire. Une 
telle démonstration me paraissait d’autant plus désirable que celle qui 
s’applique aux développements ordonnés suivant les puissances posi¬ 
tives d’une variable se trouve alors en défaut, et que, d’un autre côté, 
le théorème, une fois démontré généralement, entraîne comme consé¬ 
quence immédiate d’autres propositions fort utiles dans la haute Ana¬ 
lyse, par exemple les théorèmes de Lagrange, de Laplace et de Paoli, 
sur les développements des racines des équations algébriques et trans¬ 
cendantes ou des sommes de ces racines, en séries ordonnées suivant 
les puissances ascendantes d’un paramètre que renferment ces équa¬ 
tions. En m’occupant de ces recherches. J’ai reconnu que le théorème 
ci-dessus mentionné subsistait seulement sous certaines conditions, et 
je suis parvenu à démontrer fort simplement une proposition générale 
dont voici l’énoncé : 

Si deux développements d’une même fonction de la variable x, en série 
de termes proportionnels aux puissances entières positives et négatives de 
cette variable, demeurent égaux entre eux, pour toutes les valeurs de x 
qui offrent un module donné, ils seront identiquement égaux, en sorte 
que les coefficients des puissances semblables de x resteront les mêmes 
dans les deux développements. 

La démonstration de ce théorème est l’objet de la Note que j’ai 
l’honneur de présenter à l’Académie. 

Analyse. 

Soit 

(i) ..., ..., a^, Uix', a^x-, ..., ... 

une série composée de termes proportionnels aux puissances entières 



positives et négatives de a;. Cette séi’ie, qui pourra se prolonj 
fmiment dans les deux sens, sera convergente, si, pour de; 
croissantes des nombres entiers m et n, la somme 

(2) JC— . .-t-«_2jc—+ . . 4 - 

s’approche indéfiniment d’une limite üxe s. La série sera a 
dans le cas contraire. 

Si la série (r) est convergente, on pourra en dire autant ( 
séries 

yy .yt — ttt O "—ttl — 1 

fl„JC-", .... 

Nommons r_,„ et r,^ les sommes de ces deux dernières, en sorte 

x-'o 4 - a 4 - . . ., 

—a^x" 4 -^T„^.,JC’''+•' 4 -- 

Pour obtenir la somme s de la série (i), il suffira évidemment 
à la somme (2) les sommes r_,„ et Donc la somme (2^ se 
représentée par s — r_,„ — r„, en sorte qu’on aura 

t jr-"'-*-’4-... 4-«_2.r-2 4-rt_, 4-' 

( ^} j 

f “H -}- CCyX Cl.n X“ ■+• . . . -1— . 

Soit maintenant / un nombre entier égal ou supérieur à ch 
nombres m, n. Soit, de plus, x un module déterminé de la va; 
et supposons que, dans la formule ( 3 ), on remplace successiv 
variable x par les diverses racines de l’équation binôme 

x'—x'. 

On obtiendra ainsi l valeurs différentes de s. Nommons ç la 1 
arithmétique entre ces valeurs, c’est-à-dire leur somme divis 
Nommons pareillement 

9-m 

la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de et 


la moyenne arithmétique entre les valeurs de Comme la somme des 
valeurs de x’^ sera nulle pour toutes les valeurs de k comprises dans la 
suite 

—/M + i, —2, —I, r, 2, n — i, 

on aura évidemment 

(4) ç —p_,„—p„=rto. 

Supposons à présent que la série (i) reste convergente pour toutes 
les valeurs de x dont le module est x. Alors, en faisant croître indéfi¬ 
niment les nombres entiers m, n, on fera converger les valeurs de 

^ —/tn ^ n 

et, par suite, celles de 

p—m9 Pn 

vers la limite zéro. Donc, en passant aux limites, on tirera de l’équa¬ 
tion (4) 

(5) 

Si la somme s s’évanouit pour toutes les valeurs de x dont le module 
est X, on pourra en dire autant de ç, et, par suite, l’équation (5) se 
trouvera réduite à 

«0 — O. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Leji.me. — Si une série, composée de termes proportionnels aux puis¬ 
sances entières positives et négatives d’une variable x, reste convergente 
et présente une somme nulle pour toutes les valeurs de x qui offrent un 
module donné, le terme constant de cette série sera identiquement nul. 

Corollaire I. — Une série convergente ne cesse pas de l’étre quand 
on multiplie tous scs termes par un même facteur, et alors la somnu' 
do la série se trouve elle-même multipliée par ce facteur. Si la série (i) 
est celle dont il s’agit, il suffira de réduire le facteur à pour que le 
terme a±nX^‘ se transforme en un terme constant 
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Si d’ailleurs la somme de la série (i) est nulle, le produit de cette 
somme par sera encore nul. Donc, sous les conditions énoncées, 
le coefficient ou a_„ de la puissance x" ou x~'‘, dans un terme quel¬ 
conque de la série (i), sera identiquement nul, aussi bien que le 
terme constant a^. 

Corollaire IL — Soit maintenant 

(6) b-.,nX-"\ ..., b-iX--, b„, b^x, b.-,x’'-, ..., b^x"-, ... 

une nouvelle série semblable à la série (i), et posons généralement, 

pour des valeurs entières quelconques, positives ou négatives de k, 

(-) /j/;— 

Si les séries (i) et ( 6 ) sont convergentes et présentent constamment 
la même somme pour toutes les valeurs de x qui offrent un modub' 
donné, alors, pour ces mêmes valeurs de x, la somme de la série 

(8) ..., c-jxt;--, Co, CiX, c-iX^, c„xî?", 

sera constamment nulle, et, par suite, en vertu du corollaire I, le 

coefficient c/,. de x'\ dans un terme quelconque de la série ( 8 ), sera 
constamment égal à zéro. Donc, par suite, eu égard à l’équation ( 7 ), 
on aura constamment 

hk—cik, 

et ainsi se trouvera vérifié le théorème dont la démonstration était 
l’objet de la présente Note. 


217. 

Rapport sur le concours de 1842 , relatif au grand prix de Mathématiques. 
C. R., T. XVII, P- 201 ( 3 i juillet 1848). 

L’Académie avait proposé comme sujet de prix la question sui¬ 
vante : 


indéfinies pour deLenniner complètemenl les maxima et minima des inté¬ 
grales multiples. 

Elle avait demandé en outre des applications relatives aux intégrales 
triples. 

Des quatre Mémoires qui ont été adressés à l’Académie avant l’expi¬ 
ration du concours, deux ont été particulièrement distingués par les 
Commissaires, savoir : le n° 3, dont l’épigraphe est : A fiorce d’étudier 
un sujet sous toutes sortes de fiaces. on finit par en tirer quelque chose, e( 
le Mémoire n° 2. 

Les Commissaires ont jugé : 

i" Que l’auteur du Mémoire n" 3, en établissant, à l’aide d’un nou¬ 
veau signe, appelé par \m signe de substitution, des formules élégantes 
et générales qui fournissent, sous une forme convenable, les varia¬ 
tions des intégrales multiples, et qui permettent de leur appliquer, 
dans tous les cas, l’intégration par parties, a contribué d’une manière 
notable au perfectionnement do l’Analyse, et mérité ainsi le grand prix 
de Mathématiques; 

2 ” Que l’auteur du Mémoire n" 2, sans donner à scs calculs toute la 
généralité désirable, a néanmoins, en raison de l’élégance de quel¬ 
ques-unes de ses formules, surtout en raison des applications qu’il en 
a faites et de scs recherches sur la distinction des maxima et minima, 
mérité une mention honorable. 

Après la lecture de ce Rapport, M. le Président ouvre le billet 
cacheté annexé au Mémoire couronné. Ce billet contient le nom de 
.M. F. Sarrus, doyen de la Faculté des Sciences de Strasbourg. 


218 . 


Calcul différentiel. — Mémoire sur VAnalyse infinitésimale. 


C. R., T. XVII, p. 9.75 (14 août 1843). 

Les géomètres ont accueilli avec bienveillance la méthode que j’ai 
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suivie pour l’exposition de l’Analyse infinitésimale et que j’ai déve¬ 
loppée, non seulement dans mon Calcul différentiel, mais aussi dans 
un Mémoire Su i rnelodi analitici que renferme le recueil publié à 
Milan et intitulé Bihlioikeca itediana. Toutefois, il in’a semblé qu’on 
simplitierait encore cette exposition en donnant à la méthode elle- 
même un nouveau degré de précision et de clarté si, à la définition 
que j’ai adoptée pour les différentielles en général, on joignait la con¬ 
sidération d’une variable dont la différentielle se réduirait à l’unité. Il 
ne sera pas inutile d’entrer à cet égard dans quelques détails. 

Lorsque des variables sont liées entre elles par une ou plusieurs 
équations, alors, en vertu de ces équations mêmes, quelques-unes de 
ces variables deviennent fonctions des autres considérées comme indé¬ 
pendantes. Alors aussi des accroissements simultanément attribués 
aux diverses variables so. trouvent liés entre eux et à cos variables par 
des équations nouvelles qui so déduisent immédiatement des équa¬ 
tions données. Ajoutons que si, les accroissements des variables étant 
supposés infiniment petits, on néglige, vis-à-vis do ceux-ci, considé¬ 
rés comme infiniment petits du premier ordre, les infiniment petits 
des ordres supérieurs au premier, les nouvelles équations deviendront 
linéaires par l’apport aux accroissements dont il s’agit. Leibnitz et les 
premiers géomètres qui se sont occupés de l’Analyse infinitésimale 
ont appelé différentielles des variables leurs accroissements infiniment 
petits, et ils ont donné le nom iïéquations différentielles aux équations 
linéaires qui subsistent entre cos différentielles. Cette définition des 
différentielles et des équations différentielles a le grand avantage d’être 
très générale et de s’étendre à tous les cas possibles. Toutefois, pour 
ceux qui l’adoptent, les équations différentielles ne deviennent exactes 
que dans le cas où les différentielles s’évanouissent, c’est-à-dire dans 
le cas où ces équations mêmes disparaissent. A la vérité, l’inconvé¬ 
nient que nous venons de rappeler n’a point arrêté Euler, et ce grand 



moins illus{i‘(‘s, (‘l Lai^ranj^*(^ à leur lè(e, n’onl pu se résomhai à inlro- 
duiri' dans un inèin(‘ (adeid ]>lusi(Mii‘s sortes de zéros disfincts h^s uns 
d(‘s anires; (d. <‘.’(‘st pour ee inolir (|u’îi la nolion des didérentiidles 
Lai;ran^-(‘ a sonj^'é à sul)s(itu(u‘ la nolion des roiudions dérivéï's, sur 
la(iu(dl(* il sera (‘onv(maI»l(‘ d(‘ nous ari*éter (juel(ju(‘s instants. 

l^xaiuinous en par(ie.uli(‘r \(\ (‘.as où l’on (‘onsidere une s(mî 1('varial)l(‘ 
indép{Mulan((‘ (d. iiiu'. S(Mi 1(^ ldn(‘d,ion d(^ (*-ett(^ varial)I(‘. Si Ton atirihue 
a (‘{d((‘ variable un a(a‘roissenumt intlninund |)(di(, Idu-e.roissenumi 
(‘orrt'spondant (I(‘ la foiu'dion s('. trouvauai lié a la variabb^ (d, à ra(*(‘rois- 
s(mumt d(‘ la variabb' par uiu^ é(iuation, (|ui (l(‘vi(mdra linéaiia^ à Tê¬ 
tard d('s (buix ae(‘roiss(‘nuMi(s, <juand on né^*li<i;(‘ra les inlininuml, p(di(s 
du si'cond or(lr(M)u (runordr(‘ supéri(‘ur vis-a-vis d(‘s inlininumt p(dits 
du piamduM* ordia'. Or ré(|ua(ion linéaire^ ainsi ol)t(mu(‘ Iburnira, |)oni* 
1(‘ rapporl (udia* l(‘s a(‘(‘roiss('num(s inlinimiuit p(dits (b^ la (biudioii 
donnéi' (d d(* la variabb', un(‘ (one.lion nouv(dl(^. (ad.l(‘ Idmdion noii- 
v(db‘ (‘sl |)ré(dséni(mt (-(dliMiiK' Laf»;ran<^a‘ app(dl(Oa/rv/r/m// (/mycr 
01l(‘ r(‘prés(m((‘, (m réalilé, la lirni((‘. du ra|)|n)rl, (mti*(‘. b's a(‘(‘roiss{‘- 
numt inliniïniUît [)(dils (d, simullanés d(^ la Idmdion (d, d(‘ la variabb*. 
Mais, au li(m d(‘ lui donmu* e.(dt(‘ origine, Lajj;i*an} 2 ,’(': Ta e.onsidéi‘é(‘ 
(’oninu' r(‘pî’és(Mdan( b' e.oellic'iimt (b^ Idu'M-roissimumt (b‘. la variable 
dans b' piambuM* (('rmi' (b^ rae(U*oiss(un(mt (b' la Idmdion dév(doppé(‘ 
(»n um* séri(^ oiabmmd' suivant b^s puissam*.(‘s as(‘(mdant(‘s d(' Tai*- 
{’roiss(‘nnm( d(' la variabb*. 

Dans b* (‘as où Ton eonsidîua*. un dévadoppeimmt (*n séri(*, absliau*- 
lion l‘ail(* du sysléim* (ro|)éra(ions (|ui a |)U produire e(‘ (lévelo|)p(‘- 
nnml, b* s(‘ul moyen (b* savoir si b* (lévelop|)(*m(*nt donl. il s’a^ü 
apparli(m{ h um* Idmdion douma* (*st (r(*xamim*r si e{*(t(*. Idmdion 
(djuivaul îj la sonum* (b* la séri(‘ supposé(ï (‘.onv(‘r^*{‘nl(*. Par suib*, pour 

î » ) !,:i uirllinili* </<; nuu'iniis cl iiii/iitnis, donrHM^ par I''(u*iual,, pauL râduiU' a la 

r<‘<*h«*rrÎH‘ (lu i'app<»rl ({u'uu ohlituil (piaïul on divisi^ par un ar.c.roissiuiKuil iud<‘l(‘riuiii(‘ 
aUriluH» a uur \ariald«‘, rarcniisscMUciU, correspondant. d('. la (dnclioa (pii doit, (hnasiir un 
uiaxinium (ui un luininiinn, (‘I à la di‘l(*rniinalion do la vaUnir parl,iculi(‘‘r(^ ({u’ac.ipiim't (U‘ 
rapport (piand raceroisseuuuil ili' la variahh'. s’i'vanouil. Or (U'U(‘. vahuir [»arli(‘u]ièr(*, 
fiuiiiia* I.apranpe (Oi a fait, la retnanpnx (\sL (.mic-oih*. h\ foticUon ilcriccc. 
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établir sur des bases rigoureuses la théorie des fonctions d 
que Lagrange l’a conçue, il faudrait commencer par fa 
l’accroissement d’une fonction quelconque est, sinon d 
cas possibles, du moins sous certaines conditions, la s- 
série convergente ordonnée suivant les puissances asc 
l’accroissement de la variable. Or la démonstration généra 
blable théorème ne peut se donner a priori et repose née* 
même dans le cas où les accroissements deviennent infini 
sur diverses propositions antécédentes; d’où il résulte ( 
rème doit être naturellement considéré, non comme le p 
base du Calcul différentiel, mais comme un des résuit; 
conduisent les applications de ce calcul. Aussi les dilBcul 
rencontre, quand on veut déduire la notion des fonctions 
la considération d’une série composée d’un nombre infir 
se trouvent-elles à peine dissimulées par toutes les res! 
développées le génie de Lagrange dans le premier Ch 
Théorie des fonctions analytiques. 

On échappe aux difRcultés que nous venons de signal 
considère une fonction dérivée comme la limite du rapp 
accroissements infiniment petits et simultanés de la fonction 
la variable dont elle dépend. En adoptant cette définition, 
avec quelques auteurs, nommer différentielle de la varia 
dante l’accroissement de cette variable, et différentielle d 
donnée le produit de. la fonction dérivée par la différei 
variable. On pourrait enfin, lorsqu’une même quantité dé 
sieurs variables, \\ovcimQ,v différentielle totale de cette quant 
des différentielles qu’on obtiendrait en la considérant su( 
comme fonction de chacune des variables dont il s’agit. ! 
sens du mot différentielle, loin de se trouver généralem 
vertu d’une définition simple applicable à tous les cas poss 


Iiees entre elles par une seule équation, non seulement la diftérentielle 
de la première variable serait définie autrement que la différentielle 
de la seconde, mais déplus la définition de chaque différentielle varie¬ 
rait lorsqu’on changerait la variable indépendante, en considérant 
tantôt la seconde variable comme fonction de la première, tantôt la 
première comme fonction de la seconde. 

On évitera ces inconvénients si l’on considère les différentielles de. 
deux ou de plusieurs variables, liées entre elles par une ou plusieurs 
équations, comme des quantités finies dont les rapports sont rigoureuse¬ 
ment égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits et simultanés de ces variables. Cette définition nouvelle, que j’ai 
adoptée dans mon Calcul différentiel et dans \&lslémo\ve Sur les Méthodes 
analytiques, me paraît joindre à l’exactitude désirable tous les avan¬ 
tages qu’offrait, sous le rapport de la simplicité et de la généralité, la 
définition primitivement admise par Leibnitz et par les géomètres qui 
l’ont suivi. A la vérité, les différentielles de plusieurs variables ne se 
trouvent pas complètement déterminées par la définition nouvelle; et 
cette définition, lors même que toutes les variables se réduisent à des 
fonctions de Tune d’entre elles, détermine seulement les rapports 
entre les différentielles de ces diverses variables. Mais l’indétermina¬ 
tion qui subsiste est plutôt utile que nuisible dans les problèmes qui 
se résolvent à l’aide du Calcul infinitésimal, attendu qu’elle permet 
toujours de disposer arbitrairement au moins d’une différentielle; et 
d’ailleurs c’est précisément en vertu de cette indétermination même 
que la définition nouvelle embrasse, comme cas particuliers, les défi¬ 
nitions diverses qu’offrirait, pour divers systèmes de variables indé¬ 
pendantes, la théorie que nous rappelions tout à l’heure. En vertu de 
la nouvelle définition, les divers systèmes de valeurs que peuvent 
acquérir les différentielles de plusieurs variables, liées entre elles par 
des équations données, restent évidemment les mêmes, quelles que 
soient celles de ces variables que l’on considère comme indépendantes, 
et ces équations différentielles, c’est-à-dire les équations linéaires 
auxquelles satisfont ces divers systèmes de valeurs, ne sont plus. 
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lü 

comme clans la théorie de Leibnitz, des équations approximatives, 
mais des équations exactes. 

Pour écarter complètement l’idée que les formules employées dans 
le Calcul différentiel sont des formules approximatives et non des for¬ 
mules rigoureusement exactes, il me paraît important de considérer 
les différentielles comme dos quantités finies, en les distinguant soi¬ 
gneusement des accroissements infiniment petits des variables. La 
considération de ces derniers accroissements peut et doit être em¬ 
ployée, comme moyen de découverte ou de démonstration, dans la 
recherche des formules ou dans l’établissement des théorèmes. 31 ais 
alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d’intermé¬ 
diaires qui doivent le conduire à la connaissance des relations qui 
subsistent entre des quantités finies, et jamais, à mon avis, des quan¬ 
tités infiniment petites ne doivent être admises dans les équations 
finales, où leur présence deviendrait sans objet et sans utilité. 

D’ailleurs, si l’on considérait les différentielles comme des quan- 
lités toujours très petites, on renoncerait par cola même a l’avantage 
de pouvoir, entre les différentielles de plusieurs variables, en prendre 
une. pour unité. Or, pour se former une idée précise d’une quantité 
quelconque, il importe de la rapporter à l’unité de son espèce. 11 
importe donc de choisir une unité parmi les différentielles. Ajoutons 
qu’un choix convenable de cette unité suffit pour transformer en dif¬ 
férentielles ce qu’on appelle des fonctions dérivées. En effet, en vertu 
des définitions adoptées, la dérivée d’une fonction est ce que devient sa 
différentielle quand la différentielle de la variable indépendante est prise 
pour unité. 

Remarquons encore que la considération d’une variable, dont la 
différentielle est prise pour unité, simplifie l’énoncé de la définition 
que nous avons donnée pour les différentielles en général et permet 
de réduire cette définition aux termes suivants : 



ment la variable dont il s’agit et la variable dont la différentielle est prise 
pour unité. 

Si l’on nomme variable primitive celle de laquelle toutes les autres 
sont censées dépendre, et dont la différentielle est prise pour unité, 
la différentielle d’une variable quelconque ne sera autre chose que la 
limite du rapport entre les accroissements infiniment petits et simultanés 
de celte variable et de la variable primitive. 

La définition précédente fournit le moyen de démontrer fort simple¬ 
ment les propositions fondamentales du Calcul différentiel, et en par¬ 
ticulier les théorèmes généraux relatifs à la différentiation des fonc¬ 
tions de fonctions et des fonctions composées. C’est ce que j’explique 
dans le Mémoire ci-joint, qui sera publié prochainement dans les 
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique. Un autre Mémoire, 
dont je donnerai un extrait dans un second article, a pour but de 
montrer les avantages que peut offinr, dans le calcul des variations, 
l’application des mêmes principes, et spécialement la considération 
d’une variable primitive, dont la variation serait prise pour unité. 
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Axalvse matiiématioue. — Note. 

C. R., T. XVII, p. 370 (28 août 1843). 

Après la lecture du procès-verbal, M. Cauchy demande la parole et 
l’eproduit l’observation qu’il a présentée dans la séance précédente. 
M. Laurent avait annoncé que, des considérations développées dans sa 
Note, il déduit un moyen d’opérer la séparation des modules des racines 
d’une équation algébrique, sans recourir à l’équation aux carrés des 
différences, ni au théorème de M. Sturm. M. Cauchy a remarqué h ce 
sujet que, dans de précédents Mémoires, il s’était occupé lui-même de 
cette séparation. En effet, non seulement M. Cauchy a donné, en i8i3, 

OEuvres de C. — S. I, t. VIII. ^ 
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un théorème à l’aide duquel on peut déterminer directement h 
des racines positives et le nombre des racines négatives d’une 
de degré quelconque, et, en conséquence, opérer la sépar; 
racines réelles, qui se déduit aussi du théorème donné plus ré 
parM. Sturm; non seulement XAnalyse algébrique de M. Cai 
tci’me un autre théorème qui fournit assez facilement une lin 
plus petite différence qui existe entre deux racines réelles, 
plus, dans les Comptes rendus de 1837, M. Cauchy a prouvé ; 
peut développer immédiatement en séries convergentes les 
d’une équation algébrique 

f(a;)=;o, 

dans le cas où ces racines sont toutes réelles; 2” que, dans le 
traire, on peut décomposer l’équation en quatre autres di 
n’offrent plus que les seules racines réelles de la proposée, qi 
pondent à des valeurs positives ou à des valeurs négatives de 
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Axalvse jMATHÉJiATiQUE. — Sur un emploi légitime des séries dû 
C. R., T. XVil, p. 370 (28 août 1843). 

Les géomètres reconnaissent généralement aujourd’hui le; 
que peut offrir l’introduction des séries divergentes dans l’Ai 
ils admettent avec raison que ces séries n’ont pas de somme 
fois la série employée par Stirling, pour la détermination ap 
tive du logarithme d’un produit dont les facteurs croissem 
gression arithmétique, et d’autres séries divergentes du mê 
fournissent effectivement, cruand on les arrête après un certaii 


erreurs commises en raison de cet emploi. Mêlant occupé de cette 
question, je suis parvenu à reconnaître que, dans la série de Stirling 
et dans une multitude d’autres séries du même genre, le premier des 
termes négligés représente précisément une limite supérieure à Verreur 
commise. Cette proposition très simple se démontre aisément à l’aide 
dos considérations suivantes. 

La propriété que je viens d’indiquer appartient évidemment à une 
progression géométrique, dont les divers termes, supposés réels, sont 
alternativement positifs et négatifs. Il est aisé d’en conclure qu’elle 
appai’tient à toute série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d’une variable, et produite par le développement d’une fraction ration¬ 
nelle, ou même d’une fonction transcendante, décoinposable en frac¬ 
tions simples, dans le cas où l’équation qu’on obtient en égalant cette 
fonction à l’infini n’offre que des racines réelles négatives, ou des 
racines imaginaires dont les parties réelles s’évanouissent. Donc la 
même propriété appartiendra encore aux développements d’intégrales 
définies prises à partir de l’origine zéro, et dans lesquelles de sembla¬ 
bles fonctions se trouveraient multipliées, sous le signe j, par des 
facteurs qui resteraient toujours positifs entre les limites des intégra¬ 
tions. Or la série de Stirling est précisément le développement d’une 
telle intégrale. Quand on arrête cette série dès ses premiers termes, 
on négligeant tous ceux qui renferment les nombres de Bernoulli, 
la règle que nous avons énoncée reproduit un résultat obtenu par 
M. Liouville. 

Les principes que je viens d’exposer suffisent pour mettre en évi¬ 
dence les avantages que peut offrir l’emploi de la série de Stirling et 
de plusieurs autres séries de même nature, malgré leur divergence. 
Ainsi, en particulier, il résulte de ces principes que la série de Stir¬ 
ling fournit la valeur approchée du logarithme d’une intégrale eulé- 
rienne de seconde espèce, c’est-à-dire du logarithme de la fonction 
r(rt), lorsque la hase n surpasse le nombre lo, avec une approxima¬ 
tion telle que l’erreur commise est inférieure à deux unités de l’ordre 
du vingt-septième chiffre décimal. On comprend qu’une approxima- 


tion SI grande dépassé de beaucoup ceiie que i on se propos 
lement clans les évaluations numériques des quantités. 


Analyse. 


Supposons la variable cc et la quantité k positives. On aur 
Icment 


(O 

et 


T _ I ^ 

/v -h J? k le- 


~ k'^{k + x) 


( 2 ) 


x"- 

/.■"(A--I- X) 


< 




Donc, si une progression géométrique, dans laquelle les die 
supposés réels sont allernalwement positifs et négatifs, est an 
un certain nombre de termes, le premier des termes négligés re^ 
une limite supérieure à Verreur commise qui sera d’ailleurs a 
môme signe que ce terme, La même propriété appartiendra évi 
a toute série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
riable positive x, et produite par le développement crunc 
rationnelle ou transcendante f(^) qui serait décomposabl 
tiens simples de la forme 

h 

k 

h et k étant positifs, ou de la forme 


k- X- 


h étant positif et k réel. 

En général, soit f(a7) une fonction algébrique ou trans 
mais telle que l’équation 


( 3 ) 


î{x) 


offre seulement des racines réelles négatives, ou des racir 
naires dont les parties réelles s’évanouissent. Alors, en supf 


les résidus 


r 

^ X — 'z 





(=) 


offrent dos valeurs déterminées, on aura (voir le I®*’ Volume des Eever- 
cices de Mathématiques, p. i36) (') 


( 4 ) 


f(«) 




f 


^ X - 


0(t — 


Or, si dans le second membre de la formule (4) on développe le rap¬ 
port ^ ^ _ en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de X, si d’ailleurs chacun des résidus partiels de f(:;) est positif, ou 
obtiendra un développement do f(£c) qui jouira encore de la propriété 
indiquée. Ajoutons que le développement correspondant d’une inté¬ 
grale de la forme 

(5) Ç u{{x)dx 

^0 


jouira encore de la même propriété, si le facteur u reste constamment 
positif entre les limites x — o, æ — a. 

Si toutes les racines de l’équation (3) devenaient imaginaires, la 
partie réelle de chacune d’elles étant nulle, la propriété indiquée 
appartiendrait encore au développement de toute intégrale de la 
forme 


( 6 ) 



dx. 


pourvu que le facteur ne changeât pas de signe entre les limites de 
l’intégration. 

Si, pour fixer les idées, on pose 


l’équation (3), réduite à 

r. 


(') OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 172. 



aura pour racines les logaritlimes reels et imaginaires de 1 unité, c 
à-dire, les diverses valeurs de 

o.n.'KsJ — I, ' 


correspondantes à des valeurs entières positives, nulles ou négat 
de n. Alors l’équation (4) donnera 


III I 

-— —-h - H- - 

' ^ ^ ^ X — ‘l'îzsj 


et, par suite, 

^_+_ 1 _ 

.i'\i — e~^ X- 2/ \_x^-h (471)- 


I 





Donc, si l’on prend 



la fonction f(a7) sera décomposable en fractions de la forme 


2 


et jouira de la propriété indiquée. Cela posé, représentons par 

Cl, Cj, Ca, ... 

les nombres de Bernoulli, en sorte qu’on ait 


Non seulement on trouvera, pour des valeurs de x comprises entn 
limites æ — — 2 iî, æ = 2 -â, 


(7) 


1 { ^ _ ^2 , ^3 , 

—e-^ æ: 2y~ 2 2.3.4 2.3.4.5.6 


mais, de plus, on trouvera généralement, pour des valeurs q 


conques de x, 
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( 8 ) 


I 


X 


( 


I 



r 

X 


Cl CoX - c^x^ 

2 2,3.4 2.3.4.5.6 


n —2 ft /y»2/?Z 

_ _ Q _ ^ _ 

2 . 3 . 4 *-*^^^^^ 2 . 3 . 4...(2 W ?. + 2 ) ’ 


0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Donc, par suite, si la 
lettre u désigne une fonction réelle de æ qui ne change pas de signe 
entre les limites x = a, x = b, on aura 


9) 



ux-dx -h. 


pb 

-/ ux^-«^--dx. 

2,6 . , ,2 m J ^ 

X'- 


h; 0 


2.3. . .(2/?H- 2) 




0 désignant encore un nombre inférieur à l’unité. 

Faisons voir maintenant comment la formule ( 9 ) peut être appli¬ 
quée à la détermination du logarithme d’une intégrale eulérienne do 
seconde espèce dont la base est n, c’est-à-dire du logarithme de la 
fonction de n que Legendre a désignée par r(«). 

Si l’on pose 

(lO) ir( /;) = (« — 2 )!'* — «-t-vl27l-l-ST(/i), 


la valeur de îrr(«) sera donnée par la formule 


(!•) 



I 

æ 


g-nx 


dx 

X ^ 


que M. Binet a obtenue le premier dans son Mémoire sur les intégrales 
culériennes. Cela posé, comme on aura généralement 



1 équation (9) donnera 


(i 4 ) 


(ta) < 




n) : 




^3 


1.2/1 S.Il/i^ 5 . 6/1 


i--- —(-0^ 


( 2 //Z — 1 ) 2 m; 




( 2 //i-h J) ( 2 /n -h 2 ) 


0 désignant toujours un nombre inférieur à l’unité. Si, dans 
tion (12), on pose m — i, on obtiendra une formule obte 
M. Liouville, savoir, 


(i3) 

en sorte qu’on aura 


5 j(rt) = 0 — , 
2/1 


/ , I I 

ra(«) < S- 

b 2/1 


Si l’on supposait, dans la foi’mule (9), non seulement « = o 
mais, de plus, u = x^e~'‘^, k étant un nombre positif quelconqi 
formule donnerait 


f(r^ 


CC 2 


— 1 ] 


£i 0 __ ^'2 r(/c -h 3 ) 

2 


T{k -h 2 ni 


2 . 3.4 ’ 2 . 3 ... 2 /n 


qz© 


Tl 


2 . 3 . .. ( 2 /n -i- 2 ) 


0 désignant toujours un nombre inférieur à l’unité. Comme 


or 


leurs généralement 


I — e~ 


on tirera de la formule (i4), en supposant 4' > i. 


/d'^ (n-i-iy^ 


(i5) 


^ ^ _^Cir(/c + i) co r(A’-4-3') 

If Je —1 Tf/c 


2 n*'' 2 n 


/c-hl 


2.3.4 


r(A" 2 772 —l) 


hZ0- 


r(/f- 


' 2 . 3 ... 2 w ,^A•^- 2 /«-l - 1 - 2 . 3 ... (2 m -I- 2 ) rt 


ijorsque Æ est renierme entre les limites i et 2 et que le nombre n 
devient très considérable, la formule (i 5 ) fournit le moyen de déter¬ 
miner très facilement et avec une grande approximation la somme 
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Calcul iNTÙGiiAr,. — Recherches sur les intégrales eulèriennes. 

C, R., T. XVII, I). 370 (aS août 1843). 

Ces recherches, particulièrement relatives aux intégrales eulé- 
riennes de seconde espèce, seront publiées dans les Exercices d’Ana¬ 
lyse et de. Physique mathémalique ('). Elles m’ont conduit à démon¬ 
trer fort simplement quelques théorèmes qui paraissent dignes de 
riunarque, et desquels on déduit sans peine diverses propriétés con¬ 
nues de la fonction r(/î). Pour donner une idée de ces théorèmes, je 
me bornerai à citer le suivant. 

Si le polynôme 








/" 


a 


dans lequel a, h, c, ..., a, 6, y, ... désignent des exposants positifs, 
et A, B, C, ... des coefficients constants, se réduit à une fonction 
linéaire des puissances positives de la variable t, c’est-à-dire à une ex¬ 
pression de la forme 

... 

h, k étant des exposants positifs, et H, K,... des quantités constantes; 
alors l’équation 

(0 a^. + b^ + c^+... = h<*+k;< + ... 


(M OEiwres de Cauchy, S. ü, T. XII. 


OEiwres de C. — S. I, t. VIH. 


4 



entraînera la suivante 




( 2 ) 


A 


— 1271 -H]/i-Kl/f -.. . 

2 


Ainsi, par exemple, l’équation 


f — Z" 

-— I ^ + t^l-\ 

I - t 


7 ' '-"T^ ^ 


de laquelle on tire 

(3) 

entrainera la formule 




et, par conséquent, la formule 




1 . T — i 


O, 


an — i 
n 


1 T {a ) -- —12 7 l ■ 


( 5 .) 


\n) \ n // / ___ ( 0 . 71 )“'- ■ 


i\a) 

qui a été donnée par M. Gauss. 
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Analyse transcendante. — Note sur des théorèmes noiweaua 
de noiwelles formules qui se déduisent de quelques équal 
symboliques, 

G. R., T. XVn, p. 377 (28 aoûL icS 43 ). 

Maclaurin a donné une formule à l’aide de laquelle une int 
aux différences finies se transforme en une intégrale aux difféi 





ninniment petites, qui s’ajoute à la somme d’uiie série ordonnée sui- 
vaut les puissances ascendantes de l’accroissement de la variable. Or, 
pour obtenir cette formule, il suffît de recourir à l’équation symbo¬ 
lique qui existe entre les lettres caractéristiques A, D, dont l’une sert 
à indiquer une différence finie, l’autre une fonction dérivée; et de dé¬ 
velopper ^ suivant les puissances ascendantes de D. Il y a plus : on 

pourra développer pareillement, suivant les puissances ascendantes 
de la lettre D, une fonction rationnelle symbolique qui aurait pour 
numérateur l’unité et pour dénominateur une fonction entière de A. 
Kntin on pourra décomposer une fraction rationnelle de cette espèce 
en fractions simples dont chacune ait pour dénominateur une fonction 
linéaire de D. Les formules obtenues, comme on vient de le dire, 
pourront servir à développer l’intégrale d’aune équation linéaire aux 
différences finies, qui aura pour second membre une fonction donnée 
de la variable, en une série dont chaque terme sera proportionnel, ou 
à l’une des dérivées de cette fonction, ou à l’intégrale d’une équation 
différentielle linéaire du premier ordre. Toutefois, ces formules, ainsi 
déduites d’une équation symbolique, ne pourront encore être consi¬ 
dérées comme rigoureusement établies, la méthode qui les aura fait 
découvrir n’étant en réalité qu’une méthode d’induction, et l’on doit 
même observer que cette méthode ne paraît nullement propre à faire 
connaître dans quel cas chaque série sera convergente, et sous quelles 
conditions chaque formule subsistera. Or ces dernières questions se 
résoudront assez facilement, dans beaucoup de cas, à l’aide des consi¬ 
dérations suivantes. 

D’abord, pour obtenir les règles de la convergence des séries, il suf¬ 
fira souvent de, recourir à deux théorèmes que j’ai démontrés, l’un 
dans {'Analyse algébrique, page i 43 ('), l’autre dans le Mémoire de 
i 83 i sur la Mécanique céleste (-). A l’aide do ces deux théorèmes, on 
prouvera aisément, par exemple, que la série, donnée par Maclaurin 

( ‘ ) OEuvros de Cduchy, S. Jl, ï. III. 

( « ) Ibid., S. Il, T. XV. . ■ 
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comme propre à représenter le développement d’une intégrale aux 
différences finies reste convergente jusqu’au moment où le module de 
l’accroissement de la variable atteint, non pas la limite pour laquelle 
cesse la convergence de la série de Taylor, quand on y supprime dans 
chaque terme les diviseurs numériques, mais une limite inférieure 
qui sera le rayon d’une circonférence représentée par la première. 
D’ailleurs cette limite inférieure sera nulle, excepté dans le cas où la 
série de Taylor restera toujours convergente; et, par conséquent, ce 
dernier cas sera le seul dans lequel il y aura lieu d’examiner si la série 
en question est convergente elle-même. 

Les lois de la convergence des séries étant connues, pour établir en 
toute rigueur les formules elles-mêmes dans le cas où les séries seront 
convergentes, il suffira ordinairement de recourir, soit au théorème 
de Fouricr, soit à celui qui permet de transformer une fonction quel¬ 
conque en une intégrale prise entre les limites — -rt, -f- tc. 

Au reste, je développerai dans un nouvel article quelques-unes des 
nombreuses conséquences des principes que je viens d’énoncer, et 
j’examinerai, en particulier, la formule qu’on obtient quand on dé¬ 
compose ~ en fractions simples, dont chacune a pour dénominateur 
une fonction linéaire de D. 
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Calcul intégual. — Mémoire sur l’emploi des équations symboliques dans 
le Calcul infinitésimal et dans le calcul aux différences finies. 

C. R., T. XVII, p. 449 (4 septembre iS+S). 

Le IL Volume de mes Exercices de Mathématiques (^) renferme un 


cet onjet, j ai spécialement examine I emploi que I on peut faire des 
caractéristiques D et A clans l’intégration des équations linéaires aux 
différences finies ou infiniment petites, mêlées ou non mêlées et à 
coefficients constants. Parmi les formules c|ue j’ai, dans cet article, 
établies et démontrées en toute rigueur, celles qui se rapportent aux 
équations linéaires différentielles ou aux dérivées partielles se trou¬ 
vaient déjà dans le Mémoire de M. Brisson. D’ailleurs, il suffit d’ap¬ 
pliquer la notation du .calcul des résidus aux diverses formules que 
j’avais obtenues pour en déduire les intégrales générales des équations 
linéaires et à coefficients constants, aux différences finies ou infini¬ 
ment petites, sous la forme d’expressions symboliques très simples, 
(‘t pour retrouver ainsi la formule que j’ai donnée dans le Volume 
déjà cité, page 2i3 ('), ou les résultats du même genre donnés à Rome 
par iM. l’abbé Tortolini. 

Les formules que j’avais démontrées dans l’article ci-dessus men¬ 
tionné renferment seulement des fonctions rationnelles des lettres 
caractéristiques D et A. Ces formules sont généralement vraies et sub¬ 
sistent dans tous les cas possibles. Mais on ne saurait en dire autant 
des formules auxquelles on parvient lorsqu’on développe ces fonctions 
en séries composées d’un nombre infini de termes, comme l’avait pro¬ 
posé M. Brisson, ou lorsqu’on fait enti’cr, avec cet auteur et avec 
Poisson, les lettres caractéristiques sous des signes d’intégration. Il 
était important d’examiner sous quelles conditions subsistent de telles 
formules, qui sont quelquefois exactes et quelquefois inexactes. Or, je 
suis parvenu à reconnaître qu’il y a heureusement un moyen simple et 
facile de résoudre généralement cette question. Le moyen dont il s’agit 
consiste à substituer les valeurs trouvées pour les inconnues dans les 
équations auxquelles ces inconnues doivent satisfaire et à examiner 
si ces équations sont ou ne sont pas vérifiées, en ayant soin d’assu¬ 
jettir les séries introduites dans le calcul à demeurer toujours conver¬ 
gentes. C’est ainsi que j’ai obtenu diverses formules que j’indiquerai 


( ^) OEuvres de Cauchy^ S. II, T. VII, ]). 258 . 



ci-après. Parmi ces formules, il en est une surtout qui me par 
de remarque, savoir, celle qui sert à transformer une intég 
différences finies en une série d’intégrales aux différences in 
petites. 


Soient 


Analyse. 
□ , V 


deux fonctions entières des lettres caractéristiques 

B, A, 

on plus généralement dos lettres caractéristiques 

I),., D,., I)„ ..., A^., A,., A„ . 


qui indiquent des fonctions dérivées et des différences finies 
à diverses variables z, .... Supposons d’ailleurs que 

n n V V 

désignant d’autres fonctions entières des mêmes lettres caracté 
etV , Y , ... étant des diviseurs de la fonction Y, on ait 


(i) 



dans le cas on l’on considère ces lettres caractéristiques c( 
véritables ([uantités. Enfin, soit 




Iv —■ J {^x, y , Z, . . . ) 


une fonction quelconque des variables x, y, z .On sera i 

ment j)orté à croire que l’équation (i) entraîné la suivante 


(3) 



□ , 


K 


V„ 


K-H..., 


dans laquelle les notations 


représentent les valeurs de 

W, CT„, ... 

propres à vérifier les équations aux clifFérences finies ou infiniment 
petites 

( 4 ) V tn = □ K, 

(3) V,w,— q.K, V„ro„=D„IC, - 

K 

Or, pour décider si la formule (3) est exacte ou inexacte, il suffira 
d’examiner si l’on vérifie ou non l’équation (4) en prenant 

( 6 ) 7ü -f- TiSf, .... 

Cela posé, concevons d’abord que les termes compris dans le second 
membre de la formule (3) soient en nombre fini. On tirera de cette 
formule 

V . V 

(7 • □ — y-1.],.^ 

et, par suite, 

(8) nlv.=:.^n,KH-~D,K-i-..., 

^ I ' ' // 

puis, eu égard aux équations (.3), 

( 9 ) LH fV = V ST, -1- V tfT,, -H . . . 

ou, ce qui revient au même, 

(lo). V(cj,+ ...) — qK. 

Donc alors la valeur de w donnée par la formule (G) vérifiera l’équa¬ 
tion (4), comme nous l’avons reconnu dans le II® Volume des Exercices 
de Èlathémaliques (' ). 

Lorsque ^ se réduit à une fraction rationnelle de la seule caracté¬ 
ristique D ou A, on peut, à l’aide du calcul des résidus, décomposer 
immédiatement cette fraction rationnelle en fractions simples, et obte- 


) OEuvrex (le Cauchy, S. lï, T. Vif. 



„i, „„<i „„<• équa.ion 4c la nalucc 4c I cquat.on r.u eue. . .... . 
r. FM 4cuk fondions cuticrca de a,, et supposons, pour plus de 

...immodilé. le tiegi'é de la Pf™''''’» '•* 

seconde. On aura généralement 

f(£l ^ r -i— 

,111 F(er) Oer —/-U'’!'’)/ 

Or si dans la formule (n) on remplace successivomont la variablox 
parles caractéristiques D et A considérées comme propres a indiquer 
nne dérivée et une différence relative a cette meme vanalde. on oli- 
licndra dcuic formules analogues à la formule (,). et les équations 
correspondantes qui se prcsenteronli, la place de Péquation (d) seront 


,i3) 

D’ailleurs 


représenteront les deux valeurs de .r propres à vérifier les deux équa¬ 
tions linéaires 

(t)_r)OT=:K, (A—/’)ra=K; 

de sorte qu’en posant, pour abréger, Ax = h, on trouvera 


l(D).c_r K r 
F(l)) O]) —rt 

■ !•('■) '| 

, F (/•))' 

f(^) K - r i 

'((r)\ 

F(A)^ t^A — 


et - 

K 

!)-/• ® A 

— r 


A-/-" 

Donc les formules (iîp), (i3) donneront 
f(D)^_ r,_ 


liËl K - r f \e'-^ /"c-™K dx. 


f(A) y _ 

F(A)^~<^U’(r)c' 


(i-t-ry- 


(! + /•) '' K. 


Donc on vérifiera l’équation dilférentielle 
(i6) :F(D)w = f(D)K 



en posant 
('/) 




et l’équation aux différences finies 

(«8) F(A)5j = f(A)K 

(Ml posant 

(19) + 

Si, dans les formules (17), (19)» on réduit la fonction f(r) à l’unité, 
on retrouvera les deux équations symboliques qui ont été données, 
l’une par moi-même dans le IP Volume des Exercices de Mathématiques, 
page 2 i 3 ('), l’autre par M. l’abbé ïortolini, comme propres à repré¬ 
senter l’intégrale générale d’une équation différentielle ou aux diffé¬ 
rences finies, linéaire et à coefficients constants. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’en posant f(r) = i et K = f(x) 
on assujettisse l’inconnue es de l’équation 

(20) F(D)nT = /(Æ') 

à s’évanouir avec ses dérivées d’un ordre inférieur au degré n de la 
fonction F(r), pour a; = x, x étant une valeur particulière de la va¬ 
riable æ; alors on tirera de l’équation (19) 

OU, ce qui revient au même, 

( 21 ) = 

Pareillement, si l’on assujettit l’inconnue es de l’équation 
(22) F(A) 13 î=/(. 2 :) 

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VTI, p. 9 . 58 . 

OEuvres de C . — S.l, t. VIU. 



a s évanouir avec les ditlercnces hnios cl un ordre intérieur a 
de la fonction F(r), pour ,x = x, on tirera de la formule (19) 

( 23 ) F(7)) 2 

Les formules (21), (ad) fournissent le moyen de transi 
intégrales simples les intégrales multiples aux différences 
infiniment petites, dans lesquelles toutes les intégrales se r 
à une seule variable. En effet, si l’on pose F(/’) = /■", les val 
propres à vérifier les équations 

D"CT=0, A"îiï=rO, 

et représentées par les intégrales multiples 

j .../{■i-)dx\ . f{x), 

^ XX 

seront ce que deviennent les seconds membres des formules ( 
quand on y pose F(r) = /■". On aura donc 



(■ 4 ) 

et 




( 25 ) 22-=2 


{œ — h) {æ — ‘ih). , .{x — n — i. Ji) 


1,2.0... ( /i — I j 


(1 + /') 


La première des deux formules précédentes étant déjà cc 
seconde s’accorde avec l’une de celles que j’ai données dans 
lume des Exercices de Mathématiques, page i 83 ('). 

Parmi les formules que l’on peut déduire de l’équation ( 
citerons encore la suivante 


(26) 


K 


D'-F 



K 


<^A — rD 


D-'(f( 7 -))’ 


(^) OEuvres de Cauchy, S. IT, T. VII, p. 221. 


qui est analogue aux lormulcs ( io) et qui ramene l integraiiou 
de l’équation aux différences mêlées 

dans laquelle n désigne le degré de la fonction F(/-), à l’intégration de 
l’équation du premier ordre 

(A —/•I))ro = K. 

Nous citerons encore la formule 


K 

- r ' 1 


1)5 F 1 

i ih \ 

Kii.) 

1 i)r‘' 

If(oJ 


Cette dernière formule, donnée par M. l’abbé ïortolini, pourrait se 
déduire immédiatement, à l’aide d’un simple changement de notation, 
d’une formule établie dans le II® Volume des Exercices de Maüiéma- 
liqiies, page 190 ('), et ramène l’intégration de l’équation aux dérivées 
partielles 

à celle de l’équation du premier ordre 


(üj;— r])j.)nT = K. 

Il est essentiel d’observer que, si l’on décompose en facteurs la frac¬ 
tion rationnelle dans l’expression 



qui forme le premier membre de l’équation ( 3 ), l’ordre des facteurs 
pourra être interverti arbitrairement sans que la valeur de cette ex¬ 
pression soit altérée. On aura, par exemple, 


s‘'='>(s) = h'>K). 


{OEuvres de Cauchy, S. II. T. VIT, p. • 23 ‘ 2 . 
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et, en conséquence, 

(28) d:sk = i;dk. 

On trouvera de même, en désignant par f(D) une fonctio 
de D, , 

( 29 ) f(D)2K = 2f(D)K. 

Il y a plus : on pourra, dans l’équation (28) ou (29), supposi 
férentiations qu’indique la lettre D relatives à une variable 
de celle à laquelle se rapporte l’intégration indiquée par la 
Cela posé, il résulte de la formule (28) qu’on peut généralem 
rentier sous le signe 2 comme on différentie sous le signe / . 
Si dans la formule (29) on prend 

K = 

alors, en supposant le signe S relatif à x, le signe D relatif à f 
et en laissant d’al)ord de côté la fonction périodique dam 
trouvera 

pax 

Donc la formule (29) donnera 

pax 

Cio) +n(:c), 

llf.x-) étant une fonction périodique de x, c’est-à-dire une 
assujettie à vérifier la formule 

A Ilfic) — O. 

L’équation ( 3 o) paraît digne de remarque, et prouve qu’en 
f(;2;) une fonction entière de x on peut toujours obtenir e 
finis l’intégrale 

2 î{æ) 

(le laquelle on déduit immédiatement cette autre intégrale 




bi 1 00 suppose ia valeur numeiuque du produit ah intérieure à srr, 
011 aura 


(3i) 


ï 

ah 


I Cl , 

— '"T— - ClJl - ■ 


2.0.4 




c,, c.,, ... étant les nombres de Bernoulli. Donc alors, en ayant égard 
à la formule 

f(Da)a"e“= f(Da)DSe«*= D" f(a;)e“^, 

qui subsiste pour'ctcs valeurs entières positives ou négatives de n, et 
en écrivant K au lieu du produit e^^ï{x), on trouvera 

(32) Kefa?- j-^/i2I)2K + ...H-n(.zO, 


ou, ce qui revient au même, 

( 33 ) VK= il_+n(.r). 

^/iDx - J 


La formule ( 32 ) ou ( 33 ), qui est celle de Maclaurin, pourrait être 
obtenue par induc^tion à l’aide des équations symboliques 

2 — J- — ^ . 

A — I 


Dans le cas où l’on suppose la fonction K de la forme la for¬ 

mule ( 33 ), d’après ce qu’on vient de dire, subsiste seulement pour les 
valeurs de A qui vérifient la condition 

(34) mod.aA< 2 u. 

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les conditions de con¬ 
vergence de la formule de Maclaurin, et nous montrerons aussi le parti 
qu’on peut tirer des formules ( 3 ), (12), ... et autres du même genre, 
quand le nombre de termes renfermés dans le second membre devient 
infini. Nous nous bornerons, pour l’instant, à observer que, si dans 
l’équation (12) on pose 

f(D) I l 

F ( D ) — I A 
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on en déduira immédiatement une formule nouvelle qui ne 
digne d’être remarquée, savoir 


X — 

~ il " 


( 3 ;>) { 


^./'(■*) =n(a;) — i/(a;) — r 

•^0 

X — .r 

— 2 1 /( J? H- /2^) COS (2 71 O 


X — .1 

~ k 


2/ ‘ /( 


X ■+* ht') CO s ( 4 O 


X étant une valeur particulière de la variable x. 

L’exactitude de cette formule peut d’ailleurs être vérifié< 
tuent à l’aide d’équations déjà connues. 


224. 

(iÉOMKTiuK. — Rapport sur un Mémoire de M, Léon Lalaxxe, c 
objet la substitution de plans topographiques à des Tables nu 
double entrée. 

C. R.; T. XVn, p. 499 ^ (il septembre 1843 ). 

Ij’Académic nous a chargés, MM. Élie de Beaumont, Lai 
de lui rendre compte d’un Mémoire de M. Léon Lalanne, Su 
tution de plans topographiques à des Tables numériques à doh 
sur un nouveau mode de transformation des coordonnées et su 
cations à ce système de Tables topographiques. L’utilité que p 
dans un grand nombre de questions diverses, l’application 
cipes exposés dans ce Mémoire est un motif pour que l’Acad 



l'Algèbre et la Géométrie. Cette liaison est devenue de plus en plus 
manifeste, et, en développant les idées fondamentales émises par les 
illustres auteurs que nous venons de rappeler, les géomètres ont 
reconnu, non seulement que les lignes et les surfaces peuvent être 
représentées par des équations en coordonnées rectangulaires ou en 
coordonnées polaires, ou même en coordonnées quelconques, mais 
aussi que les équations peuvent être réciproquement représentées par 
des lignes ou par des surfaces. On sait le parti que Viète lui-même 
avait tiré des constructions géométriques pour représenter et déter¬ 
miner les racines des équations. On sait encore que, dans la Méca¬ 
nique, les géomètres ont employé des longueurs pour représenter des 
quantités d’une tout autre nature, telles que des forces, des vitesses 
ou des moments d’inertie, et que souvent des constructions géomé¬ 
triques leur ont offert le moyen le plus simple de parvenir à l’éta¬ 
blissement des lois suivant lesquelles varient ces diverses quantités. 
Ainsi, par exemple, on avait reconnu que la résultante de deux on 
trois forces peut être exprimée par la diagonale d’un parallélogramm(“ 
ou d’un parallélépipède construit sur deux ou trois droites propres à 
représenter en grandeur et en direction les forces données; que le 
moment d’inertie d’un corps, relatif à un axe passant par un point 
donné, est réciproquement proportionnel au carré du rayon vecteur 
d’un certain ellipsoïde, etc. En résumé, on peut dire que les géo¬ 
mètres ont,'dans un grand nombre de circonstances, appliqué, d’une 
part, l’Algèbre à la Géométrie, d’autre part, la Géométrie à l’Algèbre, 
et, par suite, aux diverses branches des Sciences mathématiques. 

Il a été facile, en particulier, d’appliquer la Géométrie à la détermi¬ 
nation des valeurs numériques des fonctions d’une seule variable. En 
effet, pour y parvenir, il a suffi de prendre la variable pour abscisse, 
puis de tracer une courbe dont la fonction fût l’ordonnée, et de me¬ 
surer cette ordonnée en chaque point, soit à l’aide du compas, soit 
à l’aide de divisions indiquées sur le papier par des droites équidi¬ 
stantes et parallèles à l’axe des abscisses. 

Pour appliquer la Géométrie à la détermination numérique d’une 



lonction ae deux variâmes, on devrait, en suivant 1 analogie, consi¬ 
dérer une semblable fonction comme l’ordonnée d’une surface courbe. 
Mais, avant de tirer parti de cette idée, il fallait indiquer un moyen de 
représenter aux yeux, sur un plan, l’ordonnée d’une surface courbe 
tracée dans l’espace. On peut y parvenir en projetant sur le plan donné 
des courbes tracées sur la surface, dans des plans parallèles équidi¬ 
stants. C’est ce que fit en 1780 M. Ducarla, par rapport aux plans topo¬ 
graphiques sur lesquels il imagina de projeter des courbes de niveau 
équidistantes et cotées. Au reste, avant et depuis cette époque, des 
moyens analogues ont été appliqués à la représentation de divers phé¬ 
nomènes de Physique ou de Mécanique, ou à la recherche de leurs 
lois, ainsi que le prouvent les courbes d’égales déclinaisons de l’ai- 
guillc aimantée tracées par Halley, les courbes isothermes représen¬ 
tées par M. de Humboldt, enfin les méridiens magnétiques, auxquels 
Euler avait songé, et qui ont été tracés par M. Duperrey sur les Cartes 
du globe. MM. Piobert, d’Obenheim, Beilencontre et autres ont aussi, 
à diverses époques, appliqué le moyen ci-dossus rappelé à la solution 
de divers problèmiïs. M. Léon Lalanne a donné encore une plus grande 
extension aux applications dont il s’agit. 

Toutefois, de graves* difficultés d’exécution se présentaient lorsqu’il 
était question de construire et de tracer sur un plan un grand nombre 
de courbes dont les formes pouvaient varier à l’infini. M. Léon Lalanne 
a cherché s’il ne serait pas possible de surmonter cet obstacle, et il y 
(îst parvenu dans beaucoup de cas. Il observe, avec raison, que les 
cotes, marquées sur les axes coordonnés, peuvent être dos nombres 
propres à représenter, non plus les diverses valeurs des coordonnées 
elles-mêmes, mais les valeurs correspondantes de leurs logarithmes, 
ou, plus généralement, les valeurs d’autres variables qui soient des 
fonctions quelconques des coordonnées. Un exemple de cet artifice de 
calcul SC trouvait déjà dans la construction de la règle logarithmique, 
qui paraît offrir l’une des premières applications que l’on ait faites des 
idées de Néper. Or, en adoptant ce procédé, on verra souvent les lignes 
courbes qu’il s’agissait d’obtenir se transformer en lignes droites. C’est 


ce qui arrivera, en parliculier, si la fonction proposée est un produit 
de deux facteurs dont chacun dépende d’une seule variable, ou même 
si un semblable produit dépend uniquement de la fonction proposée. 
Alors, en prenant les logarithmes, on obtiendra une équation linéaire 
dont les valeurs devront être cotées : i“ sur les axes coordonnés sup¬ 
posés rectangulaires; 2° sur des droites parallèles également inclinées 
à ces doux axes. C’est de cette manière que M. Léon Lalanne a con¬ 
struit un abaque qui sert à résoudre avec une grande facilité les 
diverses opérations de l’Arithmétique, même l’élévation d’un nombre 
à une puissance fractionnaire. L’abaque de M. Léon Lalanne fournit 
généralement doux ou trois chiffres exacts de chacun des nombres que 
l’on SC propose de calculer. 

Parmi les applications que M, Léon Lalanne a faites de sa méthode, 
nous avons remarqué celles qui se rapportent, d’une part, à la déter¬ 
mination des superficies de déblai et de remblai dans le tracé des routes 
et des canaux; d’autre part, à la résolution des équations trinômes. 
Quoique, dans son Mémoire, M. Léon Lalanne ait considéré seulement 
une équation trinôme de forme algébrique, il est clair que l’on pourrait 
étendre l’application du procédé dont il a fait usage à toute équation 
trinôme entre trois variables, qui serait linéaire par rapport à deux de 
ces variables regardées comme indépendantes, ou même par rapport à 
trois autres variables fonctions de celles-ci ('). 

En résumé, nous croyons que le Mémoire de M. Léon Lalanne est 
digne d’être approuvé par l’Académie, et, eu égard aux nombreuses 
applications que l’on peut faire des principes qui s’y trouvent exposés, 
nous proposerons l’insertion de ce Mémoire dans le Recueil des Scurin/s 
étrangers. 

(') £n effet, on supposant X et Y fonctions de x et de y, on pourra généralement 
réduire à la construction de lignes droites la résolution d’une équation de la forme 

f(z)=.Xo{z) + Yygz), 

JXz), ÿ(z), y(z) désignant trois fonctions de la variable z que l’on suppose fonction de .<■ 
et de J'. 
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Analyse matiikm.vtiqle. — Mémoire sur les fonctions dont plasie 
sont liées entre elles par une équation linéaire, et sur diverse 
mations de produits composés d'un nombre indéfini de fade 

C. R-, T. XVII, p. 'yi3 (i8 septembre i843V 

Plusieurs formules qu’Eulcr a données dans son Introduc 
lysin infmitorum, et d’autres, plus générales encore, peuvent 
très naturellement de la considération des fonctions dont 
valeurs satisfont à une même équation linéaire. C’est ce que 
dans le premier paragraphe de ce Mémoire. Dans le second pî 
je donnerai quelques transformations remarquables des pro' 
posés d’un nombre indéfini ou même infini de facteurs. 

§ !• — les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées et\ 
par une équation linéaire. 

Lorsque deux ou plusieurs valeurs d’une même fonctioi 
a une équation linéaire, on peut souvent de cette équat 
déduire la valeur de la fonction exprimée par une série 
d un nomlire infini de termes ou par un produit composé d'i 
iniini de facteurs. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’une fonction inconnu 
la variable œ soit assujettie à vérifier une équation linéaire d 

(0 cp(^) = X9(x'), 

X, X désignant deux fonctions données de la variable æ 
qu’on ait 

(^0 Xr=F(^). 

Si 1 on suppose que les divers termes de la suite 

X, Xi, x., ... 

se déduisent les uns des autres par des formules semblables 


EXTRAIT N“ 2-2o. 


mière des équations (2), en sorte qu’on ait 

(i) Xl = f(x), X.>=f(X|). Xa=f(Xj), .... 

si d’ailleurs on fait, pour abréger, 

(O Xi = I(x), X2=:l<(Xi), X3=:l(x.>), 

alors, en i'cinplaçant, dans l’équation (i), x par x, puis par x,, | 
par Xo, ..., on trouvera successivement 

ç(x) X, 9(x,), o(Xi) =3 X, 9(xo), - 

On aura donc, par suite, 

o(.r)=X9(x)-^XX.9(xO = XX.X,o(x,)=... 

et généralement 

( 6 ) 9(.r)=:XX,X,...X„9(x„). 

Si l’on pouvait être assuré que, pour des valeurs croissantes d 
s’approche indéliniment de l’unité, on tirerait de ta formule 
en y posant n = oc, 

( 7 ) G 0 r)==XX,X,.... 

Du moins, ce que l’on ne saurait révoquer en doute, c’est que, 
produit 

xx,x,...x„ 

converge pour des valeurs croissantes de n vers une limite lixe, 
en d’autres termes, si la série formée avec les logarithmes des 
((Mirs 

X, x„ x„ ... 

est convergente, l’équation (i) sera véritiée par la valeur de m) 
détermine la formule (7). Alors, en elfet, on tirera de la formule 
en y remplaçant .r par x. 
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kk 

La fonction que détermine l’équation (i), peut, 

grand nombre de cas, être développée, à l’aide de c 
même, en une série ordonnée suivant les puissances en< 
riable x. Supposons, par exemple, que x soit une fond 
X une fonction rationnelle de x, en sorte qu’on ait 



P, Q désignant deux fonctions cnti'eres de la variable x. 
pourra s’écrire comme il suit 

O o(x) — P ®(x), 

et, si l’on y pose 

(9) o(x) — Uo-h a^x + a^x-+ ..., 
on en tirera 

(10) («„H- tTi-r -H . . .)0 = («o-f- «iX 4- «aX- + . . 

Or, si l’on égale entre eux, dans les deux membres de la 
les coefficients des puissances semblables de x, on obtic 
divers termes de la suite 

des relations qui suffiront souvent pour les déduire le: 
très. D’ailleurs, on tirera des formules (7) 01(9) 

(ri) XXiXs-.. — ciq 4 — ci^x —f- ci^x^ H— * .., 

et celte équation subsistera tant que la série comprise ( 
membre sera convergente. 

Pour montrer une application des formules qui préc 
sons, dans l’équation (1), 
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h 


et pour vérifier cette formule, lorsque la variable t offrira un inodiil 
inférieur à l’unité, il suffira de prendre 


9(.r) =: 


i-^atrx 

i-f-bjc 


On aura d’ailleurs, dans le cas présent 
P = 1-4-a.r, 

et, lorsque les modules des produits cix, Qx seront inférieurs à runiP 
la valeur de 9(x*), fournie par l’équation (r 3 ), sera développable e 
une série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendant! 
de X, le terme indépendant de x étant 

Œq— 9(0) = 1. 

Quant aux coefficients 


des autres termes, on les déduira aisément de la formule (10), et i’o 
trouvera ainsi 


(i 4 ) 


, , a — 6 a — — S 

O(.r ) —. I H- X ^-^ x--{-. . 

' 1 — t I — t i — t'- 


Donc, en supposant que les modules de /, de ao; et de fjx restent inf( 
rieurs à l’unité, on aura 


( i5) 


\-h ax i~\-atx \ -\-aC-x 


J ■ 


G X I Q t X 


<D t-X 


•O OC '— Q at — O 

— X -{ --^ x '-^ 


b a ^ — b at- 


t- 


J — t J — t- 


I ■ 


+ .. 


Si dans l’équation (r 5 ) on pose successivement 

a = I, O O, 


puis 


2 


on obtiendra les formules 


; (i -t- x) (i-f- tx) (i H- t-x). . . 

!1<V) j I ^ ^ ï t I l 1‘ 

{ J — i ^ i i l — t I — I /:> 


117) ' 

' I 

I (i H- x) (i + Ix) ... (1 -H l'^-^x) 

( 1 S) ^ r — ï — t — , I — t - . r t- 

f [ — t I — t I — J — ^ \ — t- 1 

ï 

^ (1 — x) (l — tx). . .{ \ — x) 

< 09 ) ; 

j I— T— ^ ï— 

~ ‘ I — I ' ' l— t l~ l- ' 1— I l — t- 

dont les deux premières onl été données par Euler danü 

(‘lié. 


■ x) [l — tx) (I — l~x) . . . 


I — t 


\~ t \ — C- 


I — t I — 


■t^ 


^ II. — Sur diverses transformations de produits composés d 
ou meme infini de facteurs. 


La formule (i 5 ) du paragraphe précédent fournit un 
r(Mnarquable du produit 


II) 


9 (a') = 


\ a. X \ -\- a: tx \ -^ a t-x 

1 -f- c j:* I -h o ^ I -r O Z” cT 


D’autres développements du même produit peuvent ; 
des principes que nous allons établir. 

Je ferai observer d’abord que, si l’on pose 

11 ’' ) A ~ a + y., B — b S, C = c -+- y, 

on en conclura 

A — a -h y, AB — A b + i c, , J/i6’ = ABc -+- A 


par conséquent, 

(3) 


1 —a-\- a, 

\ AB ~ ah y.h -i- . lc. 

I ABC — ahc ~h y. hc -h A Sc-^ A /; y. 


Si Ton prend 


rt— c—...zizî, 

alors les équations ( 2 ) se réduiront aux formules 

( ~\ ) -1 = I 5C, rzz I -f- c, 6' = I -f- y, 

et les équations (3) aux suivantes 


(3) 


A — I H- 
IB z=i-4-y-i-AS, 
ABC=:i-h y. A- ASABy, 


|)uis on (Ml conclura, en supposant infini le nombre des fade 

C, 


(G ) ABC ... — i A~ y A~ A c -jr A By -h • 

(]e(te d(MMii(3re formule suppose que la série 

a, S, y, ... 


(‘st convergente. 


Si, pour fixer les idées, on prend 


A ^ 


I -h a 


B 


T -4- 


C: 




1 -4- b .x* I -f- 6 /î.x I -f- c 

on devra, dans la formule (G), remplacer a, ë, y, ... par h's 

a — 6 


x 


-}- SX A 1 -f- S tx 


a — G 


y — O 


I -4- û X 


t-x, 


et, par suite, en supposant les modules de t, de 'j.x et de ëx i 




a 1 unité, on tirera ae la lormuie 


: î-f-a.r i^atæ 

I I “i” c ^ t I — 1— ^ t JO I H~ ê t " JO 

< 

J a. — 6 I -f- ax (a — 6) ^ ^ i H- y.æ i H- atx (a — G) f- „ 

! zn iH-^ .r H- ^ -^ -^--"^ 7 " -^^—7-^-7— 

I -h ox i-\-oxi-hc£x 1-{- bx I-h O Ix I-h O l-x 


On peut encore obtenir, pour le produit représenté par ç(a:*) dan 
l’équation (i), un développement qui diffère du précédent, en cel 
seul que les numérateurs des diverses fractions introduites dans 1 
second membre se réduisent à des fonctions de la variable /. En efbn 
posons 


o(x) — l -h 


ÛJ X 
I -1- Sx 


(i -h 6.r) (i -h S^x) 


dans l’équation linéaire 

1 -h OCX 

o(x)—- ^ o(lx), 

I ~h ex 


qui est une suite nécessaire de la formule (i). On pourra, dans le se 
rond membre de cette équation linéaire, décomposer chaqtio terme (‘ 
doux autres, à l’aide de la formule 


J -h OCX 

I -h Sl'^x 


a — 6 ('> 


et l’on reconnaîtra dès lors que, pour vérifier cette même équatio 
linéaire, il suffit de prendre 

rt,(i—i) = a — 6 , a. 2 (i — l-}=zai(o' — Se)l, t^) —.. 

par conséquent 

_ 3: — S a. — Sflc — Ql Cf. — Soc — Ç>t a — &L- 

m- —, -rr7--r ■ ■ ■ 

On aura donc 


I i-i-ccx \~^(xtx i-\-at-x 
i I -h Sx i-i- Stx \St-x 


_^ g — 6 X c/, — Sa—-St tx- 

i — ù \~\-Sx'^ 1 ~ t I — t- (T-f- Sx) (i -h 67^ 

^ a — Sa — St a — St- t^ x’^ 

i — t i—t- 1 —(i 4- Sx) (i -h Stx) (i-f- 


v.uiiL* uüiiiuuu luriuLut; isuiibisie encore generaiemeni pour ues mo¬ 
dules de t, de ax et de Sæ?, inférieurs à l’unité. En y ayant égard, on 
peut aisément de la formule (i 5 ) du § I déduire la suivante 

l a .r) (i -h atx) (r-H at-x ).. (i-4-y^.r-M . . 

] (I-h ojt) (r-h 6^^) (I 4-j . . . 

I -zz T 1 -+“ (a~6).r-l- (a —ê)(a^ — ê):j?-4-...4 - ^-;r- -- 

\ _ a~6t — 

dans laquelle on a 

(.0) V=-, T=:-^-’- 

a — — —;■>)... 

IjOs formules (8) et (9) comprennent, comme cas particuliers, deux 
équations données par M. Jacobi, et dont l’une est ce que devient la 
formule (9) quand, aprô^s y avoir remplacé t par t-, on pose 6 = 0, 
a := Y =- ‘Ifouve ainsi 

^ (ï -h tx) ( [ 4- t^x) (i 4- ...( 14 - ) (i 4- (i -I- x”'^ ) .. . 

(>1) \ _ [ 4- -h ) 4-^•'■(.r-4-H--i-. ... 

^ ■” ...... ' 

D’ailleurs on tire successivement de cette dernière formule : i"" en 
posant X r™ I, 

/ I 4_ 2 / 4 - 2 /î'*- 4 - e H-. .. 

( i ) < 

■ ( -(i--r^)(i-i'9(r-^»)...[(n-0 + + i“) •••]-; 

1 

2” en posant a:: r.- / et remplaçant ensuite i par zz 

il —1" L 4 — "4" "4-. • . 

I =(1 —0(1 —•-[(1 + 0(1+ «-)('+ 

Il .1 

.8“ en remplaçant t par f et x par 0, 

I —H t -f— /" “4“ ~H t' “1“ “H + * ■ • 



ORiwres de C. — S. ï, l. Vlll. 


y 
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Si, au contraire, on remplace, dans la formule (n), t par - 
par/% on obtiendra l’équation 

(i5') I -t — C — P- — ..= ([ — O (t — • 

qui a été donnée pour la première fois par Euler. 


226 . 

An.4I,yse mathématique. — Second Mémoire sur les fonclums dont 
valeurs sont liées entre elles par une équation linéaire. 

C. R., T. XVlï, p. 067 (9/j septembre 1843). 

Parmi les fonctions dont plusieurs valeurs satisfont à une i 
linéaire, on doit remarquer les produits composés de facteurs 
dont les seconds termes croissent en progression géométrique 
dans ce Mémoire, m’occuper spécialement des équations linéf 
vérifient de semblables pi’oduits, et du parti que l’on peut tir 
équations pour développer les produits dont il s’agit en série 
nées suivant les puissances entières positives, nulle ou négatif 
même variable. 

Analyse. 

Formons un produit qui ait pour facteurs les binômes 
obtient quand on ajoute l’unité aux divers termes de la pre 
géométrique 

ir, tæ, t-x, 

Si l’on nomme ?(ic) ce produit, considéré comme fonction 
aura 

( 1 ) — tx). . .{l-=r t>‘-'^x), 

et l’on en conclura 


ou, ce qui revient au meme, 


I -t- iT) cp(ia,’) — (i 4- lO'x) '-fix). 


Or, en partant de cette équation linéaire, on développera aisément ç( a-) 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de œ. On 


trouvera ainsi 


I in J J _ Hi-~1 

(i-H .r) (i-f- ^,2;) . . . (ï -4- I H- - - j æ -4- -- j tx~- 


I — - 

- t 

I — t 


Si, apres avoir remplacé, dans l’équation ( 3 ), n par qXx par 

r’^x, on multiplie les deux membres par le produit 


t ' œ -, 


on obtiendra la formule 


x“- 4- æ' - ) ( 1 4- ( I 4- i-a;) ... (i + (i -H iiC'* ) ( * “t" ‘) • • • (,i -i- 


-- H -4- 


-i"- ( ;! -I\ 1 — I—i'*-' ,,( I , -i) , 


I -1.’‘ 


dans laquelle on aura 


, t-2 I — I _ r- 


t i-t- I — 


Si, au contraire, après avoir remplacé, dans l’équation ( 3 ), n par 
n., i par C- et x par on multiplie les deux membres par le 




on obtiendra la formule 


1 ( I 4- /.r ) ( r 4- ).. . (I + r-"' ‘a?) ( i 4- tx-' ) x--') .. .(i+■ t-" ' ^ ‘ ) 

j -- K . -H + x-')+ + -^-0 . ■ ■] , 


dans laquelle on aura 


JI — 1 — e'" 


I - t^- 



U 11 


rjililli, luiiis iv'o cijuaLiuiii^ y» \^/» 


puDi:' n - K 


attrilniant à t un module plus polit que runité, on obtient! 


formules 


I (.Î-- -l-.r -) (i + tx') (t + l-x) (i + i^x) . . . (i -t- ix-') (i -h 

<*' j _ ^(^î ^ .,-1) ^^ j) _ 

l ^ (i — 0 ti'Î-) (I — ■ 

I (i + iÆ-) (i H- (i H- . .(n- l.i:-' ) (i -h ) ( i H- ) 

(q) \ _ T +/(.r + X-') H-H-H-. 

dont la seconde, donnée par M. Jacobi, a été déjà rappe 
Compte rendu de la précédente séance. 

Si l’on pose, pour abréger. 


(lO) 


A„ (l + <'')(! + ) {J + ;»« ) _ _ ^ 

B„-(l — t'‘ ) (l — tr» ) (] — 


les formules (8), (9) pourront s’écrire comme il suit : 


(11) 


B, 


a; 0 (I + tx) (I -1- Z-x) ... ( r -H tæ-' ) 


(12) i — B,(n- i-a') (i-h (i-f- t"^x).. .(i-h Ix-') (1+ 


la somme qu’indique le signes s’étendant à toutes les valeu 
positives, nulle et négatives de n. 

On peut aisément passer de la formule (2) aux équatio 
que vérifieront les premiers membres des formules (8), ^ 
premiers membres des formules (ii), (12), considérés et 
lions de x. On reconnaîtra de cotte manière que, si l’on |)t; 


/MM-l-l) 1 

--- 


(i3) 

yXx) — ^t ■ X \ 


on aura 



(> 4 ) 

y 

VA-^') = CxyJ^tx), 



On peut, au reste, s’assurer directement de rexactituil 




lauies ; en remplaçant i par ix, son cians ics premiers memnres 
des équations (8) ou (9), soit même dans les formules (i 3 ). Ainsi, en 
particulier, la seconde des formules (i 3 ) donnera évidemment 

Il est bon d’observer encore que x,('^) précisément ce que de¬ 
vient le produit 

.r- 1 |;( 1 j;) -, 

) 

quand on y remplace / par 

En partant des formules f i 4 )> pourra aisément établir les équa¬ 
tions linéaires que vérifieront des puissances quelconques des fonc¬ 
tions représentées par yjx) et par En effet, si l’on désigne 

par m un exposant quelconque, positif ou négatif, entier ou même 
fractionnaire, ou tirera des formules (r4) 


ni 


( ï '^ ) [x ( dr rrz r- .r [yS^ 


Donc, si l’on pose, pour abréger. 


A(^) = [x(-»)]"', 


on aura 


■*0 

I j 

W ( .!• ) -r= i! .r W( l-X ). 

A l’aide de ces dernières équations 

, OU, ce qui revient au même, à 

l’aide des formules (i5), on pourra aisément, lorsque m sera entier et 

positif, développer 

[yjxj]"' et. 



suivant les puissances entières, positives, nulle et négatives de la va¬ 
riable X. On trouvera ainsi, par exemple, 

k V ^^mti _[_ k^ 3 _l_ k,, ^ -j- . . . 

k, k|, kj, ..., k„,_i désignant les coefficients indépendants de æ-. D’ail- 


(> 6 ) 





leurs, pour obtenir ces coefficients, il suffira évidemment c 
dans le développement de 

les ternies proportionnels aux puissances 

de la variable x. Or, on y parviendra facilement en regard 
comme le produit de par '\i(x), puis comm( 

de 4'(a:0 par puis comme le produit d( 

[tb(u?)]^ ou plutôt comme le produit de P®’' [4'(^ 

l’on pose en particuliers = 2, on trouvera 

k = 2z-"-= i 4- 2Z- + ai’*-}- ai-'- -1-.. 

y = 2 ^2"!"+») — 2 {l -i- (} + t'--h (-'• -+- ! 

et, par suite, la formule (iC) donnera 

117) [1 21 -"'-h i!2 

Si, dans les équations (16), (17), etc., on attribue à b 
des valeurs particulières, on obtiendra d’autres équations, 
remarquables. Ainsi, par exemple, en posant successivem( 
x — L, dans la formule (17), on trouvera 

l'iS) (Ç2,iïn.{n+1)Y- 

et 

£ 

puis, en remplaçant t par v-, 

lao) [Il - ) --2 

Les formules (18) et (20) peuvent encore s’écrire comme 

( 21 ) I I-}- 2 i-}- 2 i ''-4 2 i 2 -|-...) 2 ~ (l-f- 2 i--}- 2 i*-l-...)*-|- 4 i(l-l-i'*-t-i 

(22) (l-i- i-4 /*-)- i'-(-...)-=;(n-2i -|-2i’-}-...)(l-t- 


On tire de la formule ( 20) 

(28) (iH- 2 ;+ 2 2 . .)- + (! — 2f+ 2i’'— 2 + . 2(1 H- 2 2 t^-h...yK 

On pourrait encore facilement établir les équations linéaires que 
vérifieraient des produits de la forme 

ou bien des produits de la forme 

a, 6, ... désignant des exposants quelconques et, par suite, obtenir 
les développements de semblables produits en séries ordonnées sui¬ 
vant les puissances entières, positives, nulle ou négatives de x. On 
trouverait ainsi, par exemple, 

( 24 ) 

Si, dans les formules (l 'i), le nombre entier rn devenait négatif, 
alors on pourrait encore déduire de ces formules les développements 
de ['/,(^')]“ <ixemple de 

suivant les puissances entières de x. Mais, pour y parvenir, il faudrait 
recourir a un artifice particulier de calcul que nous indiquerons dans 
le Mémoire suivant. 


227 . 

Caccul des résidus. — Mémoire sur Vapplication du calcul des résidus au 
développement des produits composés d’un nombre infini de facteurs. 

C. It., T. XVII, p. 572 (25 scplcmbre i 843 ). 

Dans ce Mémoire, je m’occuperai des produits formés par la multi¬ 
plication d’une infinité de facteurs, dont cliacun est le rapport des 
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deux fonctions linéaires d’une même variable; et je considérerai spé¬ 
cialement le cas où les diverses fonctions linéaires que renferment les 
divers rapports sont des binômes qui surpassent l’unité de quantités 
représentées par les termes d’une progression géométrique. 

Dans le premier paragraphe, j’appliquerai le calcul des résidus à la 
décomposition des produits dont il s’agit en fractions simples. 

Dans le second paragraphe, je montrerai comment on peut déve¬ 
lopper les mêmes produits en séries ordonnées suivant les puissances 
entières de Invariable. 

Au reste, je me bornerai ici à indiquer les résultats principaux de 
mes recherches, qui seront reproduites, avec plus d’étendue, dans les 
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique. 


§ I. — Application du calcul des résidus à la décomposition de certaines 
fonctions en fractions simples. 

Soit/( æ) une fonction de la variable x, qui ne cesse d’être continue 
que pour certaines valeurs de x qui la rendent infinie, et auxquelles 
correspondent des résidus déterminés. D’après une formule établie 
dans le D‘' Volume des Exercices de Mathématiques, page 212 ( '), si 
l’on nomme r, R deux modules distincts de la variable z, on aura 


(<) 


r f{l\ePé-^) dp - r fin 


qP \/-i ) dp ; 


(K) (71) 

271 } 



Cela posé, concevons que le produit ocf{x) ne devienne pas infini 
pour^ ™ O, et que la fonction ne devienne pas infinie pour æ = 

On tirera aisément de la formule (i) : en supposant que s’é¬ 
vanouisse avec - 5 



f(x) ,, . I 

en supposant que s évanouisse avec 


(3) 


|/( 


1> ( 71 ) 

^ )■ = r 


(0) TT) ^ 


— (/(--)]+ 








Appliquons maintenant les formules (2) et ( 3 ) à quelques exei 
Si l’on pose, dans la formule (2), 


( 4 ) /(.-s): 


(l — tx) (l- - l'Kv) [l — Ûx) ... (1 — (l — l'^X~‘^) (I — t'^x 

on en conclura, en supposant le module de t inférieur à l’unité. 


( 3 ) 


(l — tx) (l — l^x) . . . (l — Ix-^) (I — l’^X -^). . . 
” —I H- r-— . 

I r- 


I — Ix i — l'^x I — 

I t- /•' 


1 — Ix-'^ l'-t'^X-'^ ' I — t'\T 


Si Ton pose, dans la formule ( 3 ), 

( î H“ t x) (ï~\- l^x) (i -H ( I-H i x'~ ^) (\~\- x-'^) ( i H- t''^ J- 


(6) f{x):. 


( [ — Ix) [1 — X j ( I — l^x) ., .{I — t x~ ^ ( 1 — } ( r — x 

le module de t étant toujours inférieur à l’unité, on trouvera 


(7) 




t.r 


l^X 


t'^X 


tx 

tx~ 


L'^X I — f^X 

t^x~'^ x~^ 

I— C^x~ 


- e\r- 


i—tx-^ 

les valeurs de K et de S étant 


K = 


l_(i —— 




( 8 ) 



roui ueiermixier la loncuon cic i, represeiiiee par s, ii suaira cie ri 
courir à l’équation linéaire 


(. 0 ) f{C^x)+f{x-)rr.o, 

que vérifie la fonction /(a?), et qui se déduit immédiatement de la foi 
mule (6). En effet, on tirera de l’équation (ro), combinée avec 1 
formule (y), 

s-K -O. 

On aura donc 

.S=:K. 

Cela posé, l’équation (9) donnera 

“Tr 

(il) I /(e^ dp ~ 27 lK, 

—TT 

les valeurs de /(ai) et de K étant déterminées par les formules (6) 
(8), et l’on tirera de l’équation (7) 

^ ^ i.z- i'‘x X tx~'^ C’x~'- i'.t'~' 

I ' Ix ~ I — f'x I — t^x 1—'*”1— 

i _ 1 (1 -t - l,x) (1 4- t^x) (i -f- lÿ'x ).. .(i + f.g-Q (i 4- ÿ'x-'-) (1 -+■ /-Kt-'). ■. 

[ K (T^ tx) (I — t-‘x) (,! — {^x).. .(i — fx-'} (î — t'*x-') (i — /.'■'•x-' |. .. 

Si l’on pose, dans la formule (2), 

■ ON /( ■\— f'-'" (i-l-^^'^)---(> + .r-‘)(i + f^a.-*)(i + e''.r-'')... 

0 ) /la: j ^ ^ — 4;f) (i — a--). . .(i — ) (1 — t'-Kr-^ ) (i — /;“.r ' ' j... ’ 

on trouvera 

( /(.^l 

(' 4 ) 



la valeur de H étant 


(i 5 ) 


r (1 -I- (1 +1’) (1 +<*)•■. - 
L(i —«0(1—’ 


et 1 on en conclura 


. i 1 k _ _i 

i .r- t,x- t-.T- X - tx - trx “ 

t--— ___—__ _i---_ ^ -1-- — ^ _ 

(i6) ^ ^ ^ ^ ^ ^ — tx~'^ i — C^x'^ 1 — txx~~^ 

j }_ [ ^."1) (ï t-x) (i 4 - t’^x). . .(i M- r-.r-M (f H- t}x~^). . . 

D’ailleurs la valeur de f{x), déterminée par la formule (i 3 ), vérifiera 
évidemment l’équation linéaire 


(ï 7 ) 




et, par suite, il suffirait de prendre 


(£8) /(,r)-=(,r^4-.r 


' ( 1 — tx) [ \ — ). .. ( I — tx"'^ ) ( I — t'^x-~^ ). . . 


pour obtenir une valeur de /{x) qui vérifierait encore l’équation (lo). 

Les équations (12) et (16) s’accordent avec des formules données 
pariVl. Jacobi. Elles peuvent d’ailleurs se déduire l’une et l’autre d’une 
équation plus générale, comprise (dle-méme dans la forinule ( 3 ), et 
qui paraît assez remarquable pour mériter d’être ici rapportée. 

Si, en supposant le module de / inférieur à l’unité et le module de 0 
compris entre les modules de t et de ÿ, on pose, pour abréger. 


(,9) B 

on aura 

(0,0) 




I + 9x J ^ 9tx I -h 9t-x I -H 9~^ tx~^ I H- 


I -H 72 ' l -h tx 1 -h trx 


0 


r X 

I — 9 I H- * 


J H- tx~'^ 

tx 


[ -h trX~^ 


I H- tx 


ffi. 


t X 


t X —^ 

O-'-Xl — ^h-ô-2 

I + lx~'^ 


I -H t'-.l- 

t-œ-' 

I + Ô-.r-‘ 


Nous ne nous étendrons pas davantage, pour l’instant, sur les appli¬ 
cations des formules (2) et (3), que l’on pourrait multiplier à l’infini. 




§ n. — Déi'eloppemenl des produits composés d'un nombre infini de facteurs 
en séries ordonnées suivant les puissances entières d’une variable. 


Concevons que l’on veuille développer, suivant les puissances en¬ 
tières de la variable x, un produit de la forme de ceux que nous avons 
considérés clans le premier paragraphe. On pourra, pour y parvenir, 
chercher à tirer parti, soit de la décomposition du produit en fractions 
simples, soit de l’équation linéaire à laquelle satisfait ce même pro¬ 
duit, considéré comme fonction de x. Dans le premier cas, après avoir 
développé chaque fraction simple en une série ordonnée suivant les 
puissances entières et positives ou négatives de x, on obtiendra, pour 
cocnicient de chaque puissance, la somme d’une nouvelle série, et 
il ne restera plus qu’à examiner s’il existe un moyen facile d’obtenir 
la valeur de cette somme exprimée en termes finis. Si l’on considère 
en particulier les produits représentés par les seconds membres des 
formules (ü), (i. 3 ), (i8) du paragraphe précédent, alors, en opérant 
comme on vient de le dire, on résoudra aisément la question pro- 
|)0sée, puisque les séries dont les sommes serviront de coefficients aux 
diverses puissances entières et positives ou négatives de x se rédui¬ 
ront à des progressions géométriques. On pourra, de cette manière, 
établir aisément les formules 


1 -f- 3 




7, (x H— iv * ) H" --f- os " ) -f- 




l -|- ^ 

I (l H- (i 


(i -h . . (t - 


i-H 
(i 






) (l - 




K (i — (i — (i — j .. . (^i — tx~^) (i — H- t^x~^) . 


ci 


1 -.1 1 
X- -4- X - X' ^ “ x'^ X . 

.V ■ 

1 -1 

_ x'^-\- X - (r -h t-x) (i -h t-^x) (i + t^x), . ,(i -f- t^x~‘^) (i -4- x~'^) (i -4- x"^ 

H ^ J? j (^i — (1 — . (i ~ ^ ) (^1—) (i — 
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les valears de K et de H étant toujours 


K=z 


( 1 -f- ( I -h t ‘ ) ( I -f- . “ 


H — 


' ( I +• ^ ) ( I -H ^'^ ) ( r -i- . 

(I — r-) (I — i*) {i — . 


et les modules des variables œ, l devant rester tous les deux inférieurs 
à l’unitô. En d’autres termes, on aura 


' I -h a:- t \ ( t\- I H- ( t \ "] 

-i (i + x) { \ -\- t;\x). . \ tx-^^ (i H- ^^r“M ( i -H ). . . 

K (I — tx) (1 — L^x) {I — L^x). . t X- ‘ ) (I — L^x-'^ ) ( I — L^x-'^). . . 


et 


[ IH- .r 14- x^ t I 4- ^ \ , 14-^"/^ Y" 

] 1 4- ^ 1 ~h I H- 1 4- / -H. • . 

I _ i -h X ( i ->r t-x) {i t'* x) ( i x). , . {i -i- tr x-'^ ) (i ^ x"^){i -h .r~ ^ 

f H (I — tx) (i — f'^x) {I — t'^x )...(1 — tx~^ ) [i — j (J — t^x"^ ] 

II y a plus : si l’on développe suivant les puissances do x le second 
membre de la formule ( 5 ) du § 1 , on trouvera pour terme indépendant 
de X l’expression 

(5) T==I — ^2_j_ /<•._„ 

c’est-à-dire la somme de la série dont le terme général est 

4— 

et pour coefficient de x'‘ ou de x~" l’expression 

in _ ^3/1+2 _|_ ^5/tH-ù _ f7AH-12 ^ 


équivalente au rapport 


par conséquent au rapport 


T — I -H — tS' + . . .± 
_ 


Donc la formule, (jo) du § I donnera 




1 (.1 — ) ( I — L^a‘). . .{i — tæ-' ) (i — ). . . 

< 

i rp i-ï / J V f - I ~h- t~ 

( --- I-- 


les modules des variables /, x devant rester encore inférieurs à l’unité, 
.Lorsque, pour développer suivant les puissances entières de x ur 
produit du genre, de ceux que nous avons considérés, on veut se servit 
(!(' l’équation linéaire à laquelle satisfait la fonction de x représentét 
])ar e.(^ mènit^ produit, alors, pour éviter toute erreur, il faut nécessaire- 
nuMit avoir égard tiu changement de nature que peuvtmt subir, quand 
X vari(‘, les dévtdoppements de certaines fractions simples. Supposons, 
pour fixer li's idées, 

(.) fçx) _[(rÜllLzilL-y,,_ 

' • (I ■—/..rj (,1 — e'.r). . .(1 — (1 —. . 

Alors la fonction /(.r) vérifiera l’équation linéaire 
(S) f{t-x) + l.rf{x)—o. 

Posons, <lans e.t' même cas, 

(9) /{x)—lT,,x", 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nulle 
ou négatives de x, ('t T„ désignant le coefficient de x" dans /(x). Il 
semble, au premier abord, que la formule (8) entrainera l’équation 
de condition 

T„_, + ï„/-''-‘=ro, 

de laquelle on conclurait 


ï étant la même chose que T„, et, par suite, 

/(x) =:T 2 {— 

Cependant, cette dernière équation est évidemment inexacte, et l'on 
s’en trouve même immédiatement averti par cette seule circonstance 
que rexpression est dépourvue de sens, attendu qu’on ne peut 

sommer la série divergente dont le terme général est 

Mais, pour laîtrouver des formules exactes, il suffira d’observer que, 
<lans riiypotlièse admise,/(.ci?) se décompose en fractions simples dont 
une seule, 

1 

T— ix-*’ 


ofifre un développement qui change de nature quand x est remplacé 
par t-x. Donc, avant de recourir à la formule (8), on devra retrancher 
le développement de cette fraction du développement de fÇr). Alors, 
à la place de la formule (9), on obtiendra la suivante 


«i .(■Ci''-) 


( I O ) 


I 


:T 


(T. 


t')x- 


“H T 1-f- To x^ - 


l^n remplaçant, dans cette dernière, x par et ayant égard à la for¬ 
mule (8), on formera Téquation 


iæ 


/{•^■) • 


t œ 


-f-T- i-h (T_i- . 

Tl ^ -H -r-. . . = O ; 


puis, en développant /(yr) et suivant les puissances entières 

de X, et comparant entre eux les coefficients des puissances sem¬ 
blables de X, 011 trouvera, non seulement 

T — T 

X—n — A 

quel que soit a?, mais encore 
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et, par suite, 

^ T-H...± 

- —, -, 

ce qui est exact. 

Le même artifice de calcul servirait à déduire les formules (i), (2), 
et autres du même genre, des équations linéaires auxquelles satisfon 
les fonctions de x représentées par les produits dont ces formules four¬ 
nissent les développements. 

On peut, des formules ci-dessus trouvées, déduire une multitude d( 
conséquences dignes de remarque; par exemple, on en tire 


(lO 

et 

% 

(12) 


<■ 

I 


: I -h 2 




I — 


J ~ , 


(IH- i -H «“-h . .)‘: 


ât 






Au reste, je reviendrai sur ces formules dans un autre Mémoire, c 
j’observerai en finissant que si, dans les équations (i), (2), on rem 
place X par une exponentielle imaginaire, on obtiendra des formule 
données par M. Jacobi. 

Ajoutons que les équations (i) et (2) sont comprises, comme ca 
particuliers, dans l’équation plus générale qui se déduit de la dernier 
formule du § I. En effet, on tire de cette formule 

l-^6x l->rQt-X I 

I H-^ I + 

_ X X- x^ ^ 

— ~ i-ùt- ~ i — bL-' 

6-H-x-'- B-'t^x-^ '\ 

I — B~' t I — 6"‘ t- i — 

la valeur de 0 étant toujours 
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Analyse mathématique. — Mémoire sur une certaine classe de fonctions 
transcendantes liées entre elles par un système de formules qui four¬ 
nissent, comme cas particuliers, les développements des fonctions ellip¬ 
tiques en séries. 

C. U., T. XVII, p. 640 (■?. octobre i843). 

§ I. — Considérations générales. 

Concevons que l’on multiplie les uns par les autres divers binômes 
dont; chacun ait pour premier terme une constante déterminée, par 
exemple runité. Si les seconds termes de ces binômes varient en pro¬ 
gression arithmétique, on pourra en dire autant des binômes eux- 
mêmes, et te produit que l’on obtiendra sera l’une des expressions 
que M. Kramp a désignées sous le nom de factorielles. Mais, si les se¬ 
conds termes des binômes varient en progression géométrique, le pro¬ 
duit obtenu sera une autre espèce de factorielle dont les propriétés 
remarquables méritent d’être signalées. Il importe de distinguer l’une 
de l’autre ces deux espèces de factorielles, en indiquant, s’il est pos¬ 
sible, à l’aide du langage même, le mode de formation de chacune 
d’elles. Pour atteindre ce but, nous désignerons généralement sous le 
nom de factorielles des produits composés de divers facteurs que nous 
supposerons, pour l’ordinaire, représentés par des binômes dont les 
premiers termes seront égaux; puis nous appellerons factorielles arith¬ 
métiques celles dont les facteurs varieront en progression arithmé¬ 
tique, et factorielles géométriques celles qui auront pour lacteurs des 
binômes dont les seconds termes varieront en progression géomé¬ 
trique. Dans ce dernier cas, la raison de la progression géométrique 
sera en même temps ce que nous appellerons la raison de la factorielle 
géométrique . Le premier terme de la progression, ou le second terme 
du premier binôme, sera la base de la factorielle. 

OEicvres de C. — S. l, t. VllI. 


9 
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Lorsque, dans une factorielle géométrique, le premier t 
chaque facteur est une constante qui diffère de l’unité, il si 
demment de diviser la factorielle par cette constante élevée à 
sance dont le degré est le nombre même des facteurs, pour 
une autre factorielle dans laquelle chaque facteur a pour 
terme l’unité. 

Eu égard à cette observation, on peut se borner à considère 
les factorielles géométriques, celles qui offrent pour facteur! 
nômes dont chacun a pour premier terme l’unité. C’est ce q 
ferons désormais. D’ailleurs, nous nous proposons de consi( 
spécialement les factorielles géométriques, composées d’un 
infini de facteurs; et il deviendra nécessaire de réduire à 1 
premier terme de chaque facteur, dans une semblable facto 
l’on veut que celle-ci ne devienne pas nulle ou infinie. Com 
cune des fonctions appelées elliptiques se réduit au rapport 
factorielles, on ne doit pas être étonné de voir les formules 
de la considération des factorielles géométriques fournir, co 
particuliers, les développements des fonctions elliptiques e; 
ainsi que nous l’expliquerons dans la suite de ce Mémoire. • 

§ II. — Propriétés diverses des factorielles géométriques. 

Considérons une factorielle géométrique, composée d’un 
infini de facteurs dont chacun ait pour premier terme l’unit 
conds termes des binômes qui représentent les divers factei 
les termes successifs de la progression géométrique. 

tXy 

dont la raison t offre un module inférieur à l’unité. Si l’on dés 
vi(x, t) cette factorielle dont x sera la base et t la raison, on a 


ÜXTKAll iN" 


pareillement A,„ et B,„ les valeurs que V 5 {x, l’”) reçoit quand on \ 
successivement x = t’'\ x — — i"\ On aura 

A] — A (i O (^ ”1“ A“ ) - • • ^^)) 

B| = B “ (i — <■) (i — ^'0(1 — /:“) • • • = 0> 

et généralement 

A,„=: (l -4- t'") (l + 4- <•*"'). . n7(<''', t"‘). 

B„,=: (l — i"‘) (l — (l — l^"‘) . . . = ro(— t"\ t"‘). 

D’ailleurs, on tirera de l’équation (i ) 

(s) rsix, L) ~ {ix)-m[tx, t); 

et comme on a, quel que soit x, 

I — X-z:z (l — a’) (r 4 - x), 

on trouvera encore 

(3) 5 t(— .r-, t-) - Z JS5{— X, t) w{x, t). 

En remplaçant dans cette dernière formule x par l, on en conclu 

(4) B,= AB; 

en remplaçant au contraire x par a?"', et t par i"\ on trouvera 

(5) B^,;, — A,,iB/,,. 

La formule ( 4 ). de laquelle on peut déduire immédiatement i 
mule ( 5 ), a été remarquée par Euler (Introduclio in Anafysin in 
rum). 

Concevons maintenant que l’on multiplie l’une par l’autre le; 
factorielles géométriques 

r^{x,l) (i 4-«■) (i H-iic) (i 4-i-d?) • • • > 
în(id:-‘, /) = ([ -H (i 4- (r 4- ) . . ., 

et désignons, à l’aide de la notation 


n(d?, O, 
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la nouvelle factorielle qui résultera de cette multiplication. On au 

(6) n(.2?, ~ O 

ou, ce qui revient au même, 

(7 ) /) -T- (i -t- .r) (i +• (iH- J”)... (i -h j (i -h ). . . 

et, par suite, 

(8 ) ü? - f) = ^ 

Comme le second membre de la formule (8 ) ne varie pas quand 
remplace x par x~', cette formule entraîne évidemment l’équatio 

(9 ) X ^) — .i-'-* n(a:-‘, O, 

que l’on peut écrire comme il suit : 

( 10 ) rifii;, C) = ,rn(Æ;~’,/,). 

De plus, on tire des équations (6) et (2) 

L') — rs{lx, l) OTÎ J?'"', Cl, 

îîj(/Ar, t) = f.) rzi (l -1- sc:~^) t ) 

et, par suite, 

(11) IL{tx, t) =izjc~'^-ïi{x^ L 

OU, ce qui revient au même, 

(12) Ji{x, t) z::z t); 

puis, on en conclut 

t) —X Ji[tx, t) 

■=. xAxll{i-t) 
x.tx, C- X II ( JT, ^) 


ou, ce qui revient au même, 

7t7 \m~\) 

(13) L). 

Enfin, la formule (6), jointe à l’équation ( 3 ), entraînera évidemment 
l’équation 

(14) II(— X-, L-) n(— X, t ) n(cr, l). 

Parmi les propriétés dont jouissent les factorielles voix, i), Tl(x, t), 
on peut remarquer encore celles que nous allons indiquer. 

Si l’on nomme /• une quelconque des racines primitives de l’équa¬ 
tion 

X"‘ — 1=0, 

on aura identiquement, quel que soit.r, 

1 — J?''' ™ (i — œ) (i — 7'x) (i — r-.x) . . . (i — 

et l’on en conclura 

(15) ro(— x'", t’” ) — 55(— X, rx, l)... rot — r”’^~'x, t), 

( i6) n(— x'", i"‘} ~ n(— Æ-, / ) n( — rct', Z)... n (— r"‘~' x, t). 

La formule (i 5 ) permet évidemment de transformer une factorielle, 
dont la raison est i'", en un produit de plusieurs autres factorielles, 
dans chacune desquelles la raison se trouve réduite à la première 
puissance de l. 

Concevons à présent que l’on construise le produit de n factorielles 
de la forme 

nOij?,i), \i{ij.x,t), n(vx, 

p., V, ... désignant des coefficients quelconques réels ou imagi¬ 
naires, et que l’on représente par f{x) ce produit considéré comme 
fonction de x. L’équation 

( 17 ) /(x) =.n(Xic, t) t)'R{'jx, t) 

jointe à la formule (12), entraînera évidemment la suivante : 

(18) f{x)—\pj...x'^f{tx'). 



70 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIÏ 


Si Ton supposait, au contraire, 

^ ^ ■“ J| Q ( ) Il ( V / ) . . . ’ 

on trouverait 

(20 ) f{^) •” v~U . .œ'~^ f{tœ). 

lîlnfin, si l’on supposait 

(or\ t(T \- on (f x.g,on(va^, n... 

- n{a^’, /)n(S^, t) n('/.r, ï) ... ’ 

alors, en nommant n le nombre des factorielles 

n().x,i), ..., 

et /î ± J le nombre des factorielles 

n(ad:',/), 11(6.-}?,/), ll(ya:,C), ..., 

on trouverait 
( 22 ) 

la valeur de 0 étant 

(23) 

SW’on a précisément n±i— n ou i — o, la formule ( 
réduite à 


f{x) -- Qx^f{tx), 


XfJLV . . . 

aèy. . . 


( 24 ) 


f{x) — Qf{tx), 


et l’on en conclura généralement, quel que soit le nom 

(25) f{x)=:z 

Cette dernière formule, subsistant quel que soit x, se 
si l’on Y remplace x par r''‘x, ou, ce qui revient au i 



tonctioii J\x). Jin partant ue cette meme tormule, on peut aisément 
décomposer cette fonction en fractions simples, ou la développer en 
série, comme nous l’expliquerons dans le paragraphe suivant et dans 
de nouveaux Mémoires. 


§ in. — Décomposition d'une fraction qui a pour termes des produits 
de factorielles en fractions simples 

Le calcul des résidus, joint aux foi’mules établies dans le para¬ 
graphe précédent, fournit les moyens de décomposer assez facilement 
en fractions simples une fraction qui a pour termes des produits de 
factorielles semblables à celles que nous avons considérées ci-dessus. 
Concevons, pour fixer les idées, que l’on se propose de décomposer en 
fractions simples la fonction 


, 'I — O O n(v;r, n ... 

et supposons encore, pour plus de facilité, que les deux termes de la 
fraction comprise dans le second membre de la formule, (i) renferment 
l’un et l’autre le même nombre n de factorielles. Alors, en posant, pour 
abréger, 

( Jxs(xs, /.)7n{6z, t)rs(yz, — P 



on trouvera, pour un module de l inférieur à l’unité, 


( 3 ) 


/(.r)=.S + 


r 



Qf(-) 

m 


r 

c-- 



(P] 


s étant indépendante de cc, pourvu toutefois que la suite dos résidus 
partiels dont se composera le second membre de la formule ( 3 ) soit 
une série convergente-. De plus, comme, en vertu des formules (2) 
et (G) du § II, on aura 


( 4 ) 


II(i£', (!) — (i -4- t) l) 
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et, par suite, pour x- — — i, 

co?=Bs 

il est clair que sera le résidu partiel de la fraction 

n(x, t) 

correspondant à la racine — i de l’équation 

ï —^ O y 

donc aussi sera le résidu partiel de la fraction 

I 

correspondant à la racine — ^ de l’équation 

I + ax — o; 

et, pour cette même racine, le résidu partiel de la fonction j 
le produit de ^ par la valeur de que détermine la formule 



Donc la fraction simple correspondante à cette racine dans 
membre de la formule ( 3 ) sera 




D’autre part, comme, en posant, pour abréger, 


EXTRAIT N“ 228. 


on aura [üOî>la formule ( 24 ) du § II] 

( 7 ) /(■*) = 

et, par suite, 

(8) /(^) = 0'«/(<“^), 

quelle que soit la valeur entière positive ou négative de m, il en ré 
suite que les résidus partiels de la fonction /(a;) correspondants au: 
racinc^s des deux équations 

\ OlV^^X— I -h a“^O 

seront les produits respectifs des rapports 


par les expressions 


- et - 

0a0'« et ©a 9-'". 


Donc les fractions simples correspondantes à ces deux racines dan 
le second membre de la formule (3) seront 

Donc, dans le second membre de la formule (3), la partie correspoi 
dante aux diverses racines de l’équation 


sera 


ll{ax, t)=o 

— ©a(p(aa:). 


pourvu que <ü(x) représente une fonction nouvelle de x détermim 
par la formule 


(9) 


(p(aO = 


X 

I H- X 


tx 

I -h tx 


.02 


t-x 

I -h t^x "^* * * 


0 -^ 


tX"'^ 

T -1- 


f- x~^ 


les valeurs successives que prendrait le facteur ©„, en ver 
échange opéré entre les coefficients a et ê, ou a et y, etc., o 
délinitivement de la formule ( 3 ) 

(lo) /(.r) — S — ©jjiptaa;) — 0gcp(6a;) — ©y ©(yas) —- 


Quant à la valeur de a, on peut la déduire immédiatement de 
tion linéaire (7). En effet, si dans cette équation linéaire on si 
la valeur de f(cc) fournie par l’équation (10), on trouvera 


et, par suite, 
CO 


(l — ô)S- 03 ,— 0g— ©y— ... =0 

Q _ ©a 0g -H 0y + . . . 

' ” 1-0 


Donc la formule (to) donnera 




(p{Sœ) 


Cette dernière équation suppose, non seulement que le mod 
est inférieur à l’unité, mais encore que la série dont ©(a?) dé 
somme est convergente et, par suite, que le module de 0 est r« 
entre les modules de t et de y 11 est bon d’observer que, pour 
la fonction de a? ici représentée par o{x), il suffit de multiplier 
tivement par les puissances entières positives, nulle et négativ 
les divers termes de la série dont la somme représente l’expres 



Dans le cas particulier où chaque terme de la fonction f{x) 
une seule factorielle, c’est-k-dire, dans le cas où l’on a 


extrait N° 228 . 
l’équation ( ra) sc réduit à 

('•"O = - g — o{v.x) 

la valeur do © étant 


(U3) 




(d, coïncide avec l’équation (20) de la page 09 {voir le Compte rendu 
de la dernière séance). Alors/(a?) se changera en une fonction ellip¬ 
tique, si chacun dos coefficients se réduit à l’une des quantités 


I, 


c. 


Dans le cas où chaque terme de la fonction/(ic) renferme deux 
factorielles, et où l’on a 

{ xr^\ _ tï C ^ t ] 

\ y / J \ ) ï i~/ . " 11/.^ 77 ’ 

11 ( au-, l) Il {à JC, £) 

la formule (12) donne 


(18) 





— 9 ( ajc) 



(‘L ainsi de suite. 

Nous développerons dans d’autres Alémoires les conséquences impor¬ 
tantes <[ui se tirent de la formule (ra) et d’autres formules du même 
genu', sous le double rapport de l’Analyse mathématique et de la 
Théorie des nombres. On doit particulièrement remarquer les résultats 
qui se. déduisent de cette formule : 1° quand le coefficient 


6 = 

aoy.,. 

se réduit à l’unité; 2“ quand les coefficients 

oc, Ë, y, ■ ■ ■ 

deviennent égaux entre eux. Ainsi, en particulier, en supposant, dans 
la formule (17), 

/y —r - 


ê = la. 


ec, par siuie, u = i 


09 ) 


^ ÏL{æf t)Jl{liJiæ, t) ^ 


on tirera de l’équation (i8) 

(0.0) /(^) = © [i _ <t(_ },) _ #(_ - (P(^) + 

les valeurs de 0 et de <Iî(aî) étant 

(32) <&(a:) = j?D^in(ü7, 0. 


Si, au contraire, on supposait dans l’équation (17) 


a = 6 = I 


et, par suite, 
( 23 ) 


.f(^) 


TlÇk.'v, t) n(p.ir, t) 


[ïi{C(.X, f)]2 


on tirerait de la formule (18) 

(24) /(!^)=^ôj[ï-'I>(-:^)-^(-i^)] [ 7 ^ -<p(^)j -^•])^9(^)î 


les formes des fonctions ®(x), ([>(a:) étant toujours déterminées 
les équations (9), (22), et les valeurs de 0, 0 étant 


(20) 

(36) 


& — 


6 =Z ^| 2 , 

_n(-?., on(- ij., 1 ) 

B* 


229 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les factorielles géométriqu 
C. R., T. XVII, p. 693 (9 octobre 1843). 

Les factorielles géométriques, telles que nous les avons définies ( 
la dernière séance, ont entre elles des relations qui méritent d’ 


remarquées. iNous allons ici nous occuper spécialement üe ces rela¬ 
tions dont plusieurs peuvent assez facilement se déduire des principes 
établis dans les précédents Mémoires. 


Analyse. 

Nommons Tj(x, i) une factorielle géométrique, et composée d’un 
nombre infini de facteurs, qui offre pour base la variable x, et pour 
raison une autre variable t dont le module reste inférieur <à l’unité. On 
aura 

(l) NT(iC, i) = (l -l- X) (l-t- tx) (i + t^x). . . . 

Soient de plus A, B les valeurs particulières que prend la factorielle 
u(x, t) quand on y pose successivement a; = /, æ = — t; soient pareil¬ 
lement A,„ et B,„ les valeurs particulières que prend la factorielle 
nî(a;, 1 ”") quand on y pose successivement x=^f'",x = — t’". On aura 
encore 

A J = A ( I -i— O (i “t* ^^ )... — Oi 

B,= B = (i — t){i — t-) (i — t^)... — nj(— t, t) 

et généralement 

A„,= (IH- t"‘) (l - 1 - (i H- t"‘), 

B,„=: (l — ^"0 (l — ^^"0 (• — — ®(—<'")• 


D’ailleurs, comme nous l’avons remarqué dans la dernière séance, on 
trouvera 

( ■nslx, t) = {i+x)xs{tx, t), 

(2) 

( tü(— x'^, t^) = ist(— X, t) rs5{Xy t) 


et, par suite, 
(3) 


Bj = AB, 

B27« A^t B//I. 


Considérons maintenant une factorielle ll{x, t), représentée par le 
produit des deux factorielles géométriques 


rs{x, t), rs{tx-'^, t). 
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de sorte qu’on ait 

(4) ^) = (i + .») (H- toc)-{i -H t^-cc ). . .(i + (I -t- 

( 5 ) Tl{x, t) = œM{tx, t), 

( 6 ) t) t), 

(7) n(—— X, t)'Q.{x, t). 

De plus, en vertu de la formule (8) de la page 02, on au 

TT/ X-Irl + lix^-h X-'^) + f{x^-i-X~-). 

n(.*,o =-^-g-...- 

ou, ce qui revient au même, 

(8) n(d;, 0 = ^2^ 
et, par suite, 

(9) n(ia;, ^2) — — 


les sommes qu’indique le signe ^ s’étendant à toutes 

entières positives, nulle et négatives de n. On en conclui 
te ment 


(10) 


n{n — \) 

t " x"-=Jili.{x, t). 


'S t'^’-x"=zBiU.{tx, t-). 


Ajoutons que, en vertu de la formule ( 5 ) de la page 07, or 




in { « 4-1 ) 


n(— tx^ tr ) 




et i par , 


puis, en remplaçant x par 



cligne de remarque : 

n In H 

’’ .—i 

(12) (—i)" 


I + 


= B^ 


Aux formules qui précèdent on peut joindre encore la formule (2c 
(p. 59), de laquelle on tire, en supposant le module de 0 eonipr 


entre les modules de l et de 


(13) 

la valeur de 0 étant 

(1 4 ) 


n(( 9 .r, t) 


i) 




o(x) 




n(— 0, t) 




et la valeur de étant 


I n 

J_ 0 -1_ Qi 


(.5) 


i SC i tx i -V- t'a' 


, 5_. __ (5-2, 


l-\- tx~ 


I —1— L" x~ 


Observons d’ailleurs que, en vertu de l’équation (i 5 ), on aura, si 
module de 0 est inférieur à l’unité. 


' /N ^ 

- j: — 9(^) in:-1- 

l — O ^ ' I -H 


-1 - 


I —X I —H tx 1 — t"' X 
0 -x 


-h. . - 


\-\-t~~^x I-h 

et, si le module de 0 surpasse Tunité, 


--2 


fj’^ 


I -h X 


• CD (x) : 




J~hx~^ l-\-t~^X~'^ I -h £~~^X-^ 
0-1 0-2 


tx~ 


i^x~ 


Y 6 -" 

1 + t'Kr- 


Donc la formule (i 3 ) donnera, pour un module de 0 inférieur ii l’i 
nité, mais supérieur au module de t, 

mox,t) nt—0, ov^ 0“ 


(, 6 ) 


t) 


B’- 


y 


I + t^^x 



et, pour un module de 0 supérieur a 1 unité, mais inierieui 



IL{0cc, t) n(— 0, t) ^ 

n(^, t) ” 2d I + ’ 


Au reste, pour passer de la formule (i6) à la formule (17) 
remplacer, dans la première de ces deux formules, 0 par ^ 
égard à l’équation ( 5 ). 

Comme nous l’avons déjà remarqué dans la séance préc( 
obtenir la fonction ç(a;), dont la valeur est donnée par la f( 
il suffit de multiplier respectivement, par les diverses 
entières positives, nulle et négatives de ô, les divers terme 
dont la somme représente la fonction 


(18) 


=:^Da;in(a!) = 


X 

I -t- X 


tæ 

I H- tx 


t-x 
I H- 


tx~'^ t^X-'- 

I + I -f- t-x~'^ 


Ajoutons qu’en vertu de l’équation (22) on aura évidemn 


('9) 

0 (1) =i, <&(-.) = 

et 


(20) 

1 o(i;^) = o(— {■^) = 

( o(r^) = o(— «“2) = 


La formule (8) fournit immédiatement le développem^ 
torielle IL(x, t) en une série ordonnée suivant les puissan 
positives, nulle et négatives de x. Pour développer les ra] 

I t 

Tl{x,c) n(a;, e) 

en de semblables séries, il suffit de recourir à la formule 
formule (16) ou (17), et de développer dans les seconds 


CCS tormiilos les tractions de la terme 


I 

I -H 


ou 


I 

I 4 - L'^x~^ 


on progressions géométriques ordonnées suivant les puissances en¬ 
tières et positives dè t. En opérant ainsi, on tirera, par exemple, de la 
formule ( i6) ou (17), ou, ce qui revient au même, des formules (i 3 ), 
(i 4 )et(i 5 ). 


( 3 l) 


ntQjp, t) n(-e , t)^ .r" 

0' 1 — 67'' 


le signe ^ s’étendant ici, comme dans les formules (8), (10), (n), 

(16), (17), à toutes les valeurs positives, nulle ou négatives de n. 
Mais une différence essentielle entre Informulé (8) et la formule (21), 
c’est que la première subsiste pour dos valeurs quelconques de x, 
tandis que la dernière suppose le module de x renfermé entre les 
limites i et j- 

Posons maintenant 


(■33) /(^r) — niix, ()n(p.x, O n(v.r, /)— 

En vertu de la formule (8), qui subsiste quel que. soitar, on aura 

/li/l — l ) /I l/l — l I /?(/?-!) 

(a3) /(dj) — Tî-"'y / - ^ 


m désignant le nombre des factorielles 

îl{lx,t), TLip.x,l), E{va-,i), 

puis, en multipliant les uns par les autres tes divers termes dont se 
composent les sommes renfermées dans le second membre de la for¬ 
mule (28), on trouvera 

(« 4 ) = 

le signe V s’étendant toujours à toutes les valeurs entières de n, et la 
fonction de t, représentée par k„, étant une somme de termes propor- 
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tionnels à des puissances entières, mais positives de t. Comim 
leurs, en posant, pour abréger, 

( 25 ) ■ Ô— 

on tirera de la formule ( 5 ) 

(26) 

les diverses valeurs de k„ devront être telles que l’on ait 

^ lv„ x" t" 

ou, ce qui revient au même, 

y k„ y 0 k„_ i”- '« x”. 

Jaà jâmi 

Cette dernière formule, devant être véritiée quel que soit æ, d< 

k — Qk Hi-m 

- U -mi- 9 

et par suite, si l’on norhme i l’un quelconque des nombres ( 
inférieurs à m, on aura 

mn — l) 

. ^ ^ in -:-h nt 

!» . — f) k . — Ou I'. / îi 

Comme on aura, d’autre part, en vertu de la formule (8), 

/J 1 /? — U 

ut -H-/?/ . _ __ 

l’équation (24) donnera 

^/(j;) —f"')+K,a;n(0^.r"‘,/t'«) H-. . . 

K/ désignant une fonction de t liée à k,- par la formule 

IC=rB—B,„k,-. 

Ajoutons que, pour déduire de l’équation (27) elle-même les ’ 
des fonctions de t. représentées par 


b-i, 


• • • ) K„, _i, 


il suffira fratiribiior successivement à dans cette équation, m valeurs 
particulières. Le calcul devient surtout facile lorsque les valeurs parti- 
ciilierc^s de x forment une progression géométrique dont la raison r est 
une racine primitive de l’équation binôme 

En effet, supposons l(‘s valeurs particulières dont il s’agit réduites aux 
divers termes d(‘ la progi^ession 

X, /'x, X, •••, 

on tirera (!(' la lormùl(' (37 ) 

. ___ /(x) /(rx)-I-r--'/(7--x) 

* ' '' “ ' " ^î?ir(6'?x"', X) 

Il y a plus : comiiK' dans l’équation (28) la valeur particulière de x, 
désignée |)ar x, restera entièrement arbitraire, on pourra en disposer 
de manière à simpliti('r la forme sous laquelle se présentera la valeur 
d(', K,-. Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait 


in = •>. 

et, par suite, 

f (.r) n(l.r, /:) n(fjt..r, t). 

Alors on trouvera 

b — /• = — I, 

(‘t la formub' (28) donnera 


/(X) -t-/(-X) _ /(x)-/(-X) . 

‘ 2xri(Ô<x-,’ 


puis on en conclura : i" en posant Ox-— — i, 

/(x)H-/(-x) = 0 


et 


K, 


/(xi 




111 ,- 1 , 1 ’)' 





2° en posant ôx-= — t. 


et 


K„ = 


/(x)-/(-x) = o 

/(X) 


n( 

A 


On aura donc 

(29) z) = 


n(-i,/:=) n(— 

F- 


n( t r-) + ) i 


n(- i, t-) 

Si, dans la formule (29), on pose X = p. — i, elle donnera 

n(/t, r-) n(Æ;% t-') -4- Æ n(i, t}) niiæ-, t-) 


(3o) 


[ncdj, 0]^- 


Eu égard aux formules ( 3 o), l’équation (ii) donne 




et, par conséquent, elle s’accorde avec la formule (17) de 
Prenons maintenant 

no ^ — nnçv.'r, t)... 

'' ' > ~ n[ax,L)\l{&x,l)ïity^-,t.)... 

et supposons d’abord, pour plus de simplicité, que les deu 
la fraction comprise dans le second membre de la formul 
ferment l’un et l’autre le même nombre m de factorielles 
supposant la forme de la fonction ç(a?) déterminée par l’éqi 
et posant, pour abréger. 




on aura, pour un module de 0 compris entre les modules de t et de d 
\t'oir la formule (12) de la page 74]» 


(35) 


f{x) = 0„ 



• 0{OLX 





Si, pour fixer les idées, on prend m.=zi et — Oa, la formule ( 35 ) 
donnera 


(36) 


Jl(9<x.x,/.) _îl( — ô,t) 
ll(a.r, O 


1 


-Q — 


) 


et s’accordera ainsi avec l’équation (i 3 ). D’ailleurs, eu égard à la for¬ 
mule ( 36 ), l’équation ( 35 ) pourra s’écrire comme il suit : 


( 3 ?) 


f{^) = 




n(-ô, t) 


F© 

_ “ Il 


n(0a.r, t) 
{ax, t) 


0, 


n(e g..g, i) 

lf{gcg, t.) 


Enfin, comme cette dernière formule ne sera pas altérée quand on y 
fera croître ou décroître X, et, par suite, 0 dans le rapport de i à j ou 
de I à f, on doit en conclure qu’elle subsistera, non seulement avec 
la formule ( 34 ), pour un module de 0 compris entre les modules de t 
et de mais généi’alement, comme dans la formule (27), pour un 

module quelconque de ô. Nous voici donc arrivé à une équation très 
singulière, à l’aide de laquelle une fraction qui a pour termes des pro¬ 
duits de m factorielles 


ou 


Z), 

Z), 11(6,2*, Z), 


peut être décomposée en parties proportionnelles à des fractions 
simples de la forme 

li{9ax, l) 
îl{ax, l) ’ 


la valeur de 0 étant déterminée par la formule ( 33 ). 

On peut, au reste, simplifier encore la forme de l’équation ( 35 ) ou 
(37), à l’aide des considérations suivantes. 



Posons, pour plus de commodité, 
ou, ce qui revient au même, 

(3g) Q.(x,t)—-üs{tx,t)w{tx-\t.), 

en sorte qu’on ait 

(40) iK-z-, 0 + 


n(>.a’, 0 n(/j..r, it) n(v.a;, t). . . 

[ax, t) iî(6.T, t) Q{yx, t).. . 


et soit, en outre, 

(40 *'(•^''=0; 

Non seulement on aura identiquement 

(42) £î(a’, i) =:= £i(â 7 *, i) 
et 

(43) f{a:) = 


f(-ïO 


(H-aa;)(n-6Æ.’)(H-yx).. 

mais, de plus, les formules ( 34 ) donneront 


(44 


&a-- 


P ^ 


=-‘f( = ) 


[(I-t-a^) (I 4- ê-) (i-t- 7 -).. 0 
Cela posé, la formule ( 35 ) pourra être réduite à 

(45) f{x) = £, ^ (î + g^)..+ 

et la formule (37) à 


(46) f{x) 


II(— 6 , 4 ) <-^ [(r -t- fit-) (i H- 65).. .) 


Ces dernières formules offrent le grand avantage de fouri 
tement la décomposition de la fonction /{x) en fractii 
dans tous les cas possibles, et même dans le cas où les c( 
Ê, Y, ... deviennent égaux entre eux ou bien encore quan 



à l’unité. Ainsi, en particulier, en posant m 2, on tirera immédia¬ 
tement de l’équation (ép) la formule 


(47) 


H (}( J:-', t)H{ [J. J/ y t) 

lï(^-, t, ) t) 






dans laquelle on a 


(48) 


et la formule 


IK—/„<;)n(-iyL, /.) 


(49) 


n(}i.r, /) n( i) 


0 J [i<i)(—À) —p.)] 



dans laquelle on a 

(5o) 


0 : 


n(— A, f) ii( — p, t) 


Au reste, nous reviendrons, dans un autre Mémoire, sur h^s for¬ 
mules ( 45 )- (4(>) sur les formules analogues, relatives à la décom¬ 
position des fonctions dont les deux termes sont des produits de fac¬ 
torielles en nombres différents. Nous remarquerons seulement ici que 
la formule ( 45 ) comprend comme cas particulier les belles formules 
données par M. .lacobi pour les développements en séries des fonctions 
elliptiques et des puissances entières de ces mêmes fonctions. 


230 . 

Analyse JLvniibiATiQOE. — Mémoire sur les rapports entre les factorielles 
réciproques dont les bases rnirient proportionnellement, et sur la trans¬ 
formation des logarithmes de ces rapports en intégrales définies. 

C. R., T. XVll, p. 779 (lO octobre 1S43). 

Les factorielles de la forme de celles que nous avons représentées 
à l’aide de la lettre II dans les Mémoires précédents se réduisent clia- 
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COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

cune au produit de deux factorielles géométriques dont la i 
même, et jouissent de cette propriété que, si l’on égale à 
d’entre elles, on obtiendra une équation dont toutes les 
l’exception de la première, qui sera indépendante de la rai: 
respondront deux à deux, de manière à offrir des valeurs 
réciproques l’une de l’autre. Cette propriété, analogue à cel 
sentent les équations réciproques, nous conduit naturellem 
gner les factorielles dont il s’agit sous le nom de factorielles 
Nous appellerons d’ailleurs hase d’une factorielle, rèciproqiu 
la première des deux factorielles géométriques dont elle s 
duit, ou, ce qui revient au même, le second terme de celui c 
binômes qui ne renfermera pas la raison. 

Lorsque l’on divise l’une par l’autre deux factorielles i 
dont les raisons sont égales, et dont les bases varient dans 
donné, on obtient pour quotient une fraction qui peut êti 
une fonction elliptique dans trois cas particuliers, savoir, 
bases sont égales, mais affectées de signes contraires, et 
rapport des bases se trouve représenté, au signe près, pa 
carrée de la raison. On sait d’ailleurs que les trois fonc 
tiques dont il est ici question sont liées à la variable qi 
hase, de telle sorte que le logarithme de la base est expri 
intégrale définie, savoir, par une transcendante elliptique c 
espèce. On sait encore que ces trois fonctions elliptiques 
entre elles par deux équations finies du second degré. L( 
que fournit la théorie des factorielles réciproques, en rc 
tous ces résultats, nous conduisent d’ailleurs ài un théorè 
qu’on peut énoncer comme il suit : 

Divisez l’une par l’autre deux factorielles réciproques don 
sont égales, et dont les bases supposées variables conservent to 


seconde represemera une imnscenaanie elliptique qui aura pour ampiiiuae 
la fonction elliptique la plus simple, savoir, celle à laquelle se réduit le 
quotient des deux factorielles réciproques, quand leurs hases sont égales, 
mais affectées de signes contraires. 

Analyse. 

Nommons u{x, t) la factorielle géométrique dont la base est x et la 
raison t, en sorte qu’on ait 

TS 5 {x, t) = {i +x){i +lx){i t-œ). . . . 

Soit, de plus, n(j?, t) le produit des deux factorielles géométriques 

m{x, l), t). 

La fonction II (a;, t), dont la valeur se trouve déterminée par la for¬ 
mule 

(1) n(a;, i) = (n-a;) (i -t- tx){i -f- . .(i -h tx-'^) (i -h t-x-' )..., 

sera elle-même une factorielle d’une nouvelle espèce, et si, après avoir 
égalé cette factorielle à zéro, on résout l’équation ainsi formée 

(2) II(a;, 0=0, 

par rapport à la base x, on trouvera pour racines des valeurs de x qui, 
à l’exception de la première 

a: =— I, 

dépendi'ont toutes de la variable t et se correspondront deux à deux, 
de telle sorte que deux l’acines correspondantes 

— et -d— 

— Z" 

soient inverses ou réciproques l’une de l’autre. Cette propriété de la 
factorielle n(a7, t) est pour nous un motif de la désigner sous le nom 
de factorielle réciproque. Cette dénomination pouvait lui convenir d’au¬ 
tant mieux que déjà l’on nomme équation réciproque une équation dont 
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IBS uiverses racines, prises ueux a ueux, sont réciproque 
l’autre, et que la formule (2) se réduit elle-même à une éqi 
proque, lorsque l’on débarrasse son premier membre du fact( 
indépendant de t, c’est-à-dire du facteur i -t- ir. 

Concevons maintenant que, n(a;, t) étant regardé cornu 
de X, on pose 

(3) = t), 

et considérons, outre la factorielle réciproque îl(x, t), d’ai 
riclles de même espèce 

n(AÆr, O. n(pai, I), ..., 

dont les raisons soient les mêmes et dont les bases u.a 
à la base x dans des rapports donnés X, p., .... D’après ce 
dans le Mémoire précédent, si l’on fait, pour abréger, 

B —c7(— t, t) 

et généralement 

A„r= cril'», !"■), B,„ = î37(— l'”, l'"), 

on aura 


nc>..î?, O n(/ji.r, <) 




la valeur de 0 étant 


II(— 1, t) n(— a, l) 


B-U(— Àp, I) 


Mais, eu égard à l’équation ( 3 ), on aura encore, quel que 




Donc la formule ( 4 ) donnera 


t) B;(p.r, /.) __ II(— i) II(— p, t) 


n{x, t) llCAp-a:, t) B^n(-Tp, I)’ -[i —<»(->■)-4» 


Si, dans l’équation ( 5 ), on pose X = — i, p. — _ fj, alor 


égard aux lormules 

n(i, 0 = 2-4% 4>(i) = i 


on trouvera 


( 6 ) 


'a(—x,t)n{~Ox,t)__-ik} n(0,0 ri . , , , ii{ô.t, o 

n(^,/) Ji{dx,t) “B^n(-0,oL2 ^ ^ ’Yi{x, t) 


puis, en remplaçant 0 par — 0, 


(7) 


II(—.r, O n(6lü?,_ 2A^n(—0, Ofi P n ,n(—©.-r, 

Tl (a.-, t) ff^-0i%T) 1 l( 0 , t) - ‘^1- ^ n(a^, l) 


Concevons à présent que l’on représente par u le rapport des deux fac¬ 
torielles réciproques 

ll(0a:, 0> n(^j ^)» 

par CO sa valeur correspondante à ô = — i, et par v ce qu’il devient 
quand on y remplace 6 par — ô, en sorte qu’on ait 


( 8 ) 

(9) 


_ n(— ar, C ) 

n(a-, 0 ’ 

Tiio.T, t) a{—ex,i) 

a — -r— > (’ — 


n(a:, 0 ’ ' II(.r, t) 

Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

n(- 6 , t) 


(lO) 

(>>) 


k: 


11 ( 0 , 0 ’ 




les formules (6), (7) donneront 


(12) 


T. , B» c, 

a -H a;Dx 1 « = —r-j - «co, 

2 A. Il 

// 

b -+-xJ)xlf> — —Tl - /f“’co. 


Si dans les équations(12) on remplace a; par — a;, alors, en vertu des for¬ 
mules (8) et (9), CO se changera en^, « en ^ et v en On aura donc 



encore 


:i3) 


[ a ~T- ~ A*co“S 

I 2A^ e. ’ 

I 6 -r ^ — cT 1 CO = “ /c~^ (0-^ ; 


puis on en conclura, en combinant par voie de soustraction 
des équations (12) avec la seconde des équations (r3), e 
des équations (12) avec la première des équations (i3), 


/ n2 r, 

^Djj1g3 -+- <2 — b ~ —™ (A’ûü — 0)~M “ ; 

2 A“ ' " 


(Ji) 


^D:,lco-« + Z>=: 

2A^ 


Enfin, si l’on combine par voie de multiplication la formuJ 
l’on pose, pour abréger. 


( 15 ) 


r._« 4^’* 


2-. = /:^+A—/>) 


OU, ce qui revient au même, 


(16) 




r n(- 01-, r n(0, t) 

. n( 9 , t) J Ln(-0, oj “ 


/. \4 


on trouvera 


‘ 1 cü)== - 2 1 + 01-2). 

Comme, dans cette dernière formule, co est indépendant < 
stante i en doit être pareillement indépendante, ainsi qu 
membre de la formule (i6). D’ailleurs, en prenant 0 = à, 

$(ô) _<&(_ ô) =0, 

et pai suite la formule (i6) donnera 


n(- tK 

^ r n(.^,.) 1 

_ n(<* t) _ 

_n(- ti f)J 


L’équation (17) est une équation différentielle entre co et x, de la¬ 
quelle on peut aisément déduire la valeur de I(æ;) exprimée en fonc¬ 
tion de CO par une intégrale définie. En effet, on tire de l’équation (17 ) 

(19) ,rDa^lM=:u 

ou, ce qui revient au même, 

(ao) = ûjo. 


’j étant racine de l’équation 


(21) 




Lomme d’ailleurs co s’évanouit avec n(— x, t) pour x = 1, on tirera 
de l’équation (20), en supposant la partie réelle de x positive, 


( 22 ) 



Enfin, comme, en vertu de l’équation (21), le produit coo se réduit, 
au signe près, à 


il est clair que le second membre de la formule (22) sera une trans¬ 
cendante elliptique, et même de première espèce. 

Eu égard à la formule (19), les équations (i 4 ) donnent 

(> 2A* V -h a — b 

U B^ /iw — 

U _ 2 A* V — a -t- 6 

D’ailleurs, la première des équations ( 23 ) peut s’écrire ainsi 

, n(— 007 , f) _ 2 A* 'J + a — h 

jy “ B» A-W —A-‘co-‘’ 

et comme, en vertu de la formule (21), u représente, au signe près. 




encore 


Sjg2 

a + J? 1 — J?Dj: 1 CO — —TT - /r co“S 

2 x 4 .^ Ç. 

I è -)- ic Dx 1 « — æ; Dx 1 CO = - /i:“‘ co“‘ ; 

I 2A^ Ci 

puis on en conclura, en combinant par voie de soustraction la prem 
des équations (12) avec la seconde des équations (i 3 ), et la seco 
des équations (12) avec la première des équations (i 3 ), 

I ^Djclo) -h a — à = ( /cco — /c~^ Gl)~M - ? 

2 A- 

ic Dx 1 w — a 4- ( /c-^ 03 — /i (0“* ) - • 

Enfin, si l’on combine par voie de multiplication la formule (i 4 )> 
l’on pose, pour abréger, 

(10) 2i = A'2+A-=-^(a- 

ou, ce qui revient au même. 


(16) 


2t = 


rn(-ô, 01-, f n(0, n 1 
L n(0,0 J +Ln(- 9 ,0. 




on trouvera 

(<7) (il?Dxlco)^= ^^(cO^-2t+63-^). 


Comme, dans cette dernière formule, co est indépendant de 0 , la 

stante i en doit être pareillement indépendante, ainsi que le sei 

_{ 

membre de la formule (16). D’ailleurs, en prenant 0 = r-, on aur; 

<&( 0 )—< 5 (— 6) —O, 


et par suite la formule (16) donnera 


L équation (17) est une équation différentielle entre co et x, de la¬ 
quelle on peut aisément déduire la valeur de l(ic) exprimée en fonc¬ 
tion de cü par une intégrale définie. En effet, on tire de l’équation (17) 

(19) d;D^lû) = u 

ou, ce qui revient au même, 

(aO) Æ:D;r&) = &)U, 


’j étant racine de l’équation 

(21) + 

Comme d’ailleurs co s’évanouit avec n(— x, t) pour x = \, on tirera 
de l’équation (20), en supposant la partie réelle de x positive, 


( 22 ) 



Enfin, comme, en vertu de l’équation (21), le produit cou se réduit, 
au signe près, à 

B2 i 

il est clair que le second membre de la formule (22) sera une trans¬ 
cendante elliptique, et même de première espèce. 

Eu égard à la formule (19), les équations (i 4 ) donnent 

( V _2 U -H a — b 

a "~W /x CO —’ 

2 V — a-\-b 

D’ailleurs, la première des équations ( 23 ) peut s’écrire ainsi 

n(— Qx,t) 'J ->r a — h 

A-co — 



et comme, en vertu de la formule (21), u représente, au signe près, 



le produit de ~ par la racine carrée du trinôme ce 
résulte de l’équation (24) que le rapport 

n(— Qæ, t) 

t) ’ 

considéré comme fonction de x, se réduit à une fon 
de Texpression 

_n (■— œ, t) 

O ’ 

qui représente la valeur du même rapport correspond 
Si, dans les seconds membres des équations (12), 
valeurs de - et de tirées des formules ( 23 ), on troi 

1 1 U = (U + a - 6) - a 

( 25 ) 

I xDx 1 (’ = j—r ~—~7-i (u — a + ô) — 

De ces dernières formules, combinées avec l’équation 



_ k 

a 

H- 

k 

k(jd — /c~^co~^ 

COL) 

/cû) — k'~'^ co“^ 

D„1 V 


b 

-h 

k"^ 

1 

3 

1 

3 

i 

cou 

/c“^co — co/:“^ 


Si maintenant on intègre, par rapport à w, les deux 1 
cune des équations (26), à partir de la limite co = o, 
à a? = I, et si de plus ou observe que pour a; = i on a 


O ,_ n(- 0,0 

n(i, 0’ n(i. 


ou, ce qui revient au même. 


“ 2A* ’ - 
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alors, en posant, pour abréger, 

k dfs) 


( 27 ) O 


-I 


k~^ to~‘ U 


•<? 


_ 

J. k-^ cü — A-( 0 “' v ’ 


et ayant égard à la formule (22), on trouvera 


( 28 ) 


1« — — A’o)^) — alx-h (a —/>)0, 

l(’-i = il (I - — klx + (l? -a)XK 


et par suite les valeurs des rapports 


_11(0^, O 

n(«, 4) ’ 


Il(— 9 ^, O 
“ n(^, t) ’ 


considérés comme fonctions de cc, seront 

[ n(o.r, t) me, o 


(29) 


]i{x, t) ^ n(i, 
Jli— 9 x,t)__ÏL(- 9 , t) 

Il(Xy £) n(l, 


(i — k^(x)-)‘ x~^ 


(i—A-2a)2)2^-6 


JJ /_ ^ 

w désignant le rapport et o, t? étant des fonctions de w dé- 

terminées par les formules (27). Observons d’ailleurs que, en vertu 
des formules (27) et de l’équation (21), les intégrales to, <? seront des 
transcendantes elliptiques de troisième espèce. 

Les formules (28) ou (29) paraissent dignes de remarque : elles 
montrent comment les rapports u, v dépendent des transcendantes 
elliptiques tD, -ç), et réciproquement comment ces transcendantes dé¬ 
pendent des rapports u, v. Dans le cas particulier où l’on prend 

e = À, 

on trouve 

$( 0 ) = <&(— 0 ) = O, 


par conséquent 


n - h - i 


et, do plus, 


(3o) 


n(-^% t) 
n(i^, t) 


Cela posé, les formules (29) donneront 


(3i) 


t) nCz’^, 


nt-r, t) 


n(i,o 


[i— A-2, 


et 


(I — K (Ù-) , 


t) 


n(i, i) 


la valeur de /c étant déterminée par l’équation ( 3 o). Lorsque 
formules ( 3 i), on remplace æ par une exponentielle trigonoi 
les trois fonctions de æ, représentées par les rapports ou proi 

_n(— æ, t) t) lIlC— t^x,l) 

n(d?, f) ’ ^ ^ n(d?, <) ’ 


deviennent respectivement proportionnelles aux trois foncti' 
tiques dont l’usage est le plus fréquent, et les formules ( 3 i) 
sent aux deux équations connues par lesquelles ces trois 
elliptiques se trouvent liées l’une à l’autre. 

Plusieurs des formules qui précèdent supposent que la pai 
de la variable x est positive. Mais il est facile de voir com 
formules devraient être modifiées si la partie réelle de x dev 
gative. Ainsi, par exemple, on devrait alors, en intégrant 
lions (20) et (26), effectuer les intégrations à partir des vî 
variables qui correspondent, non plus à a; = i, mais à a; = 
une autre valeur particulière de x dont la partie réelle sei 
tive. 

.le développerai, dans d’autres articles, les conséquences 
mules que je viens d’établir, et, en terminant le présent Mé 
me bornerai à remarquer que plusieurs de ces formules peu 
lement se déduire, non seulement de l’équation (4), mais 


I équation analogue qui fournit la valeur du rapport 

H( 0.r, t.) TI(Ô-‘.r, i) 

i;nïx,T)i^ 

trotte derniî're équation so réduit à 

| ll( .r,/ )]- ' [.r $ I 4-S il» I — 9 )], 

<I> {a-) (‘tant la dérivée de <I>(.r), déterminée par la formule 


m. 

f-.vi.oi i, i.NTKUiiAL. -- Si/./' la réduction des rapports de factorielles 
réciproijues aux fonctions elliptiques. 

(i. U., T, XVÏF, |). <S‘>/) ('23 oclohre i<S43). 

M. Jaeohi a ramené l’évaluation des fonctions elliptiques à la déter¬ 
mination des rapports (‘distants entre les fonctions que nous appelons 
factorielles réciproques, et spécialement à la détermination de la valeur 
([lie prend un semhlahio rapport, lorsqu’il a pour termes deux facto- 
riidles dont les bases sont égales, mais affectées de signes contraires, 
ou dont les bases, divisées l’une par l’autre, fournissent un quotient 
égal, au sigiu' pri's, à la racine carrée de la raison. On peut, avec 
(|uel([U(' avantage, suivre une marche inverse, et, après avoir étalili 
directi'UK'iit, comme nous l’avons fait dans les précédents Mémoires, 
les pr(q)riétés remarquables dont jouissent les rapports de factorielles 
réciproques et les formules qui expriment ces propriétés, on peut 
tirer de ces formules celles qui servent à réduire les rapports dont il 
s’agit aux fonctions elliptiques. 

Il Y il pliiii : en opérant ainsi, on reconnaît facilement, et les modifi¬ 
cations que les formules de réduction doivent subir quand les bases 

i3 


OJ'Aiurcs (le C — S. 1 , t V111. 



ou les raisons des factorielles deviennent imagina 
lions sous lesquelles subsistent ces mêmes formul 
principal de ce nouvel article. 


Analyse. 


Soit la factorielle réciproque qui corresp' 

la raison t, dont on suppose le module inférieur à 
prenant 

Tn{x, t) — {i x) {i tœ) ( I t:-.r ). , 

on aura 

'Rix, — t.) 5T(r./— t) 

ou, ce qui revient au même, 

( I ) H ( i ,1 ~ {I J? ) ( I “H H— t" x') . . . ( l -f- t .1 * ) i 

Concevons d’ailleurs que, II(a7, t) étant considén 
de X, on fasse, pour abréger, 

(2) r= j;Dj;lII(.r,/), =r l)j, <I 

et 

(3) B — TOI —/t,/). 

On trouvera 


( 4 ) 


R{Bx,t)R{B-'x,i:) n(-0,on(-0-',i)p 

-=-JP-l""’ 


Soit maintenant 

( 5 ) 


n( — a?, l) 

' “lï(C 7 , 7 r ' 


On tirera de la formule ( 4 ), en prenant 0 — — i, 


x<t>'(x) ■— ^'(0 “ >“, V 


B* 

oA' 


puis, en remplaçante par — x. 


X<^'{~ x) — $'(') 


B' 


On aura^ par suite, 


(6) + $'(— a:)] =_ ^ (w^ — g)-2). 

D’autre part, la première des formules (2) donnera 

— 0(— a-) = — a?Dx 1 w. 

Donc, si l’on pose, pour abréger, 

(7) a-D^Iw^ru, 

on aura 

<I>(a.-) — 4>(—a')-.=- — u. 


et l’on tirera de la formule (6) 

■rD^u = (&)-— w-2), 

puis de celle-ci, combinée, avec l’équation (7), 


•J D.r'J = 


ü'* 


(cO-— G)“-)I)j: lo) 


OU, ce qui revient au même, 

( 8 ) 


Jü. 

4 A '* fj) 


Or, il suffira évidemment d’intégrer l’équation (8) pour obtenir 
valeur de u exprimée en fonction de co. Si, pour fixer les idées, 0 

assujettit les deux membres à s’évanouir après l’intégration pour la v; 

± 

leur de ,r, à laquelle correspondent des valeurs nulles do <I>(.r), c 
$(-- x), (‘t par suite de u; alors, en posant 


i) 

-1 - 

n(is t) 

1 


_n(- t)_ 


on trouvera 

(10) ’J- = — 2 £ -I- G)“ - ). 

' 4 A'* ^ ' 

Les formules (7) et (10) coïncident avec celles que nous avoi 


ohtoiuu's d une autre maniéré dans le précédent Mémoire 
d’ailleurs présenter l’équation (7) sous la forme 


(u) 


Do, Ij:- — — • 

fl)J 


Ajoutons que si, en nommant 0 une valeur quelconque de ^ 


(12) 

(13) 


_ n(-ô, i) 
n(r^,o ’ 

« = | —= I _ (I>(—Ô), 


la valeur d(‘ 21, déterminée par la formule (9), véritiera gén 
l’équation 

(i 4 ) 2£=:/.-+ 

Soient maintenant 


(i5) 


II(0x',l) ^I) 

n{ j:*, £) ^ ^ n(.r, /.) 


D’après ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, on aura i 


(16) 



k 

A'g)- 

A’-» 

— k(j)~^ 


a 

0)’J 

b 




_ k _ - b 

ko) — V 

k-^ b-a 
k-'^oy~ko)-^ V 


OU, ce qui revient au même, eu égard à la formule (ri), 

U _ k a — b 

\ji ~ A- 0)-^ A w — k-^ i; 

__ k-^ b —a 

\J ï — k" ' 03- ^ ^ 

Les formules (ii) et (r7), dans lesquelles u désigne une 
Téquation (lo), sont les trois équations différentielles qui 
entre la variable x et les fonctions de æ représentées par b's 
ports 

03 , e. 



11 semble, au premier abord, que ces équations ditféreni 


vraient être restreintes au cas oii les parties réelles des monoines 


et d(‘S binômes 


æ, U, V 

I — A’-o)-, I — Ir-cj)- 


restent positives. Mais comme, en réalité, une expression de la forme 


se réduit au rapport 




et, par conséquent, se transforme, en cette autre expression 

1)« !(-.*), 

quand la partie; ré(dle de æ devient négative, il est clair que les for¬ 
mules (i J ) et (1:7) s’étendent à tous les cas possibles. Seulement, pour 
que les notations ne présentent à l’esprit rien de vague et d’indéter¬ 
miné, il sera convenable de remplacm- dans ces formules x par ~x 
quand la partie réelle de x deviendra négative, et d’y remplacer de 
même les monômcis ou binômes 


if, r, I — /l’-c.)-, I — 

quand buirs parties réelles deviendront négatives, par les monômes 
ou binôiTU's 

— U, — r, k- (xr — r, r*)- — i. 

1 

Si dans les formules (17) on pose 0 — t', on aura 


a--h=. }, 


et alors, en faisant, pour abréger, c = ou, ee qui revi('nt au môme. 


C'S) 


n(-/!S t) 
Il (/S i) 



()l)lGnues (.rmic autre manière dans le précédent Menu 
d’ailleurs présenter l’équation (7) sous la forme 


( f I ) 


OJ J 


Vjoatons que si, en nommant 0 une valeur quelconque 

\u-d, t) 


n3) 




« = i —a)((/), _<!.(_ ô), 


la valeur de ii, déterminée par la formule (9), vérifiera 
l’équation 


(la) 


3 t = A'-a- A—- — — h)-. 

B* 


Soient maintenant 
(i5) 


Il(0x, t) 

a ~ --, 

U(x, t) 


n(- Ox, t) 


n(.r, t) 

D’après ci? qui a été dit dans le précédent Mémoire, on ai 

A' a k (I — 


(16) 


D,ü 1 U — 

I ü,,le = 


A* G)— /»:“^G)~ ^ G)’J A’ G) — A’“^GJ'"^ V 

A-' ù A'-' /> — 


/c~^ct) — Ag)“ 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (n), 

.. , n _ /c a — b 

IJw i - f =~- 7 . - — 7 -,-j-T- 5 

V/i — A-w- A co ~ A:-^a)“^ u 
_ A-i b-a 

1 ^ 0 ) 1 , - , ' - - 7 -j- T - ZI * 

\/1 — A'" - GD “ ^ 

Les formules (ii ) et (17), dans lesquelles u désigne i 
l’équation (10), sont les trois équations ditférentielles ( 
entre la variable x et les fonctions de a? représentées pai 
ports 

«, w, e. 

Il semble, au premier abord, que ces équations ditfé 




vraient être restreintes au cas ou les parties réelles des monoines 


et d(‘S hinônies 


X, U, r 

r - I - A- 2 6)-' 


restent positives. Mais comme, en réalité, une ex[)ressi()n de la forme 


se réduit au rapport 


1 ) t,) I X 

- 5 


et, par conséquent, se transforme en cette autre expression 

quand la partie réelle de æ devient négative, il est clair que les for¬ 
mules (r I ) et (ry) s’étendent à tous les cas possibles. Seulement, pour 
que les notations ne présentent à l’esprit rien de vague et d’indéter¬ 
miné, il sera convenable de remplacer dans ces formules x par — x 
quand la partie réelle de x deviendra négative, et d’y remplacer de 
même les monômes ou binômes 


U y r, I — I — 

quand leurs parties réelles deviendront négatives, par les monômes 
ou binômes 

— /fy — V, A’- &)- — r, /c~ - Cl)- — J. 

1 

Si dans les formules (r7) on pose G — t', on aura 

a — h — ]i. 


et alors, en faisant, pour abréger, c — /f- ou, ce qui revimit au meme. 


(iS) 


II t) 

l) 
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on trouvera 


(,'9 ) 


D„ 


Do,l 


i fl ' 

æ- nU-Æ, t; 


n(.r, t) 


\! I — C W " 


=: 0 , 


: O. 


D'ailleurs on tirera des formules (9) et (10), Jointes à la fo 


(20) 2 t — C C \ 


îln intégrant la formule (i i ) et les formules (19), on obt 
équation transcendante entre æ et le rapport 

_II(— .1', t.') 

"TTu^’ 

2° deux équations finies entre ce rapport et les produits 

Alais les formes des trois équations ainsi obtenues peuven 
la nature des valeurs réelles ou imaginaires attribuées à .x 
Supposons, pour fixer les idées, que la raison f, et la 1 
des quantités positives. Alors la fonction 

IK—.r, t) 

M = -;ï--- 

U(,X, t) 

sera réelle, et cette fonction, qui s’évanouira : 1° pour .x -■ 

X = t, deviendra un maximum pour la valeur f de x qu 
condition 


Ce maximum sera donc la valeur de oo correspondante à x ~ t', c 
à-dire 

\-c. 

De plus, pour une valeur de x inférieure à i’unité, mais supérii 

I 

à /■', la dérivée D.,.co devra être négative, attendu que co décroîtra ] 
des valeurs croissantes de x, et par suite le produit 

0)’J ~ 

sera lui-même négatif, tandis que les binômes 

J — C(jr, 1 — 

seront positifs. Donc alors l’équation (21) donnera 


(23) 

15- / ■ , 0 

cou —- — CC 0 “ ) ( 1 — ro- ) 

2 A ■ 

Si maintenant on pose, pour abréger. 

(24) 

CO =: y 6 * sin 

on trouvera 

n- , . - „ - 

c,)i; zi: — COS p y J - C*- ; 

et, en intégrant la formule (ii) de manière que 
s’évanouissent après l’intégration pour x = i, on 
mule 

(25) 

zr: — G. 9 , 

les valeurs de C ( 

vt de s étant 

( 26 ) 

0 Â 2 _ 

( 27 ) 



L’intégrale que détermine la formule (^^7) est une tra/iscenda/ite i 
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lO'i. 


tique de première espèce, Lo coefficient c et l’angle p sont ce c 
nomme le module et Vcimplitude de cette intégrale. Cela posé, p 
ramplituclo de on tirera de la formule (24), jointe aux équation 
et ( 2J ), 


( 2<S) 

la valeur de x étant 


sin p — c 


n ( — .r, t ) 

/ T’ 


( ‘^9 ) æ — 

D’ailleurs, en intégrant les formules (19), et observant que 1’ 
O) ~ O pour X on en tirera 


V 1 — CGJ- 


• X'y 


( M j 


Ilfi,/) n( -/^.r,/) x 


(,3i ) 


y I — C' SI U-y; 


COS/? 



11 ■ 

eu égard a 

la formule (2. 

_ n(t,/'i n(/.i:r, J 



_ Ilfl,/) 

Il (— /) 

ii(— t 

) 11 (.r,/) 


Les fonctions trigonométriques de rainplitude p d’une transcimc 
elliptique de première espèce, par exemple 

sin/?, COS/?, tang/), 

et même l’expression 

\ A — c- siü-/?, 

ont été désignées par M. Jacobi sous le nom d(^ fonctions ellipti 
Parmi ces fonctions, celles dont l’usage est plus fréqiKuit sont b's 
expressions 
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lOS 


D’ailleurs la détermination de ces dernières se trouve ramenée par les 
formules (28) et ( 3 i) à la détermination des rapports qui existenl 
entre les factorielles réciproques, dont les bases sont proportionnelles 
à la variable réelle 


Concevons maintenant que, la raison t étant toujours réelle et posi¬ 
tive, la base x devienne une exponentielle trigonométrique, de sorte 
qu’on ait 

désignant un arc réel. Posons d’ailleurs, comme dans les précédent: 
Mémoires, 

( 33 ) £î{æ, t) = t) Ts{tx-^, t). 


on aura 


par conséquent. 


n(a;, C = (J H-^) 


I — .T — x, t) 


i -h X L2{x, t) 

puis, en substituant pour x sa valeur , on trouvera 


( 34 ) 


■ \/— l'F tang^î 


la valeur de '’-F étant 

w O 

Q.{x,t) 

ou, ce qui revient au même, 

_ (i — cosJ; + t^) (i — casd; f^)... _ 

( 3 '') ^ (I -V- aicos^/ -t- i') (i -I- 2 i^cosii + <‘)... 

Cela posé, il est clair que, pour des valeurs croissantes de 'i, con 

- I y-x t „•» /-k 1 /-V O 1 1 1 f A C f î J t —- Tr. lo. nrofinit. 


croîtra lui-même depuis la limite zéro jusqu’à la limite - 
donc supposer 

W tang — tang/?, 


P désignant une variable réelle qui deviendra nulle poi 
acquerra la valeur ^ pour i|> = Tt. Alors la formule ( 34 ) d( 

(36) O) =r—\/ctang/-?v/—r, 


et l’on tirera des équations (ii), (21) 


( 3 ;) 


Dp>i = - 


WJ cos'*y 


G)-J* cos‘/) = 


J ?1 

4 A’' 


(1 — cj sin-/?). 


la valeur de e, étant 

(38) c, = v /1 — . 

D’ailleurs, p croissant avec Dp'j> devra être positif, et 
égard à la première des formules (37), le produit wu cos” 
négatif. On aura donc 


i (7 

WJ cos-/> =:-7-; (i — c- sinO^)% — - -5— 

^ ' '' ' ^ (i — c,^ su 


puis, en intégrant les deux membres de la dernière équa 
sorte qu’ils s’évanouissent pour p = o, on trouvera 


(39) 


Jo \/i —efsin^/ 


la valeur de C étant toujours déterminée par la formule ( 
donc 


( 4 o) 

la valeur de s étant 


'J^ = C 5 , 



dp 

\/i — cJ sin''‘/> 


(40 



et, par conséquent, p sera 1 amplitude de I intégrale elliptique 


5 = C-’^, 

le module étant représenté, non plus par la quantité positive c, nu 
par une autre quantité positive c, liée à c, de manière que l’on ait 

(42) c^-l-cf = i. 

Cela posé, on tirera de la formule ( 36 ), jointe à l’équation ( 5 ), 


(P) 


tang/> = c “ 


n( L) ! 


P désignant l’amplitude de. s relative au module c^ — \ji — c-, et 
valeur de x étant donnée par la formule 

( 44 ) X = . 


De plus, en intégrant les équations (19), on obtiendra de nouveau 
équations ( 3 o), desquelles on tirera, eu égard à la foi’inule ( 36 ), 


( 4 'C 


1 — c,-siii-/J_ I 

et 

I _ n(i, O n(— i-x,t) i 

^ "" n(-/Q ' 


Ajoutons que, en tenant compte de la formule (18), on tirera t 
équations ( 43 ) et ( 45 ) 


(46) 


n(z-, <) !!(—«■,/) y/—I 
n(-Ai) n(æ,t) I 

nt^P) 


\/i — cf : 
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Ajoutons encore que, en vertu de la formule ( 44 )> on • 
valeur de 'j; = Cs comprise entre les limites o, 

i 

x- — e^ , 
jL — c 5 1 

et qu’il suffit de remplacer x~ par e- , dans les secon 
des formules ( 45 ), ( 46 )< pour rendre ces formules appl 
seulement au cas où l’angle reste compris entre les li 
mais encore au cas où cet angle est renfermé entre les lin 
En vertu des formules ( 46 ), la détermination des tro 
elliptiques 

sin^, cos/?, \/i —6-;siiiV 

se trouve ramenée à la détermination de rapports entr 
rielles réciproques dont les bases sont proportionnelles i 
imaginaire 

Pour que les formules (28), ( 3 i), (46) puissent effective 
à la détermination des fonctions elliptiques 

sin/j, cos/?, \/i — c'^sin'^/?, \/i — c;sia-/?, 

lorsque les valeurs de s et de c sont données, il est nécess 
voir déduire les valeurs des quantités C et ï de la valci 
connue d’un module c. On y parvient aisément à l’aide de 
tiens suivantes. 

Posons 
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et soit de plus 't ce que devient ç quand on y remplace c par e. On 
tirera de la formule (Sg), en y posant /? = ^) 

7ï = Ct; 

par conséquent 

(49) C=^, 


et des formules (20), (27), en y posant x = i-, 

par conséquent 
(5o) 

On peut remarquer d’ailleurs que, en posant p = ^ et, par suite, 

i 

x — l', 011 tire do la première des formules (3o) 

Ln(iS<JJ 

Jusqu’ici nous avons supposé la raison t réelle et la variable x 
réduite à une quantité réelle ou à une exponentielle trigonométrique. 
Nous pourrons, dans un autre Mémoire, examiner les résultats que 
fournissent les intégrales des formules (ii) et (19), lorsque les 
variables x, t reçoivent des valeurs imaginaires quelconques. Les 
calculs qui précèdent montrent déjà le parti qu’on peut tirer de ces 
intégrales, ct comment on peut en distraire immédiatement les for¬ 
mules qui réduisent les fonctions elliptiques à des rapports de facto¬ 
rielles réciproques. Observons, au reste, que ces formules coïncident, 
quand la variable x est imaginaire, avec celles qu’a données M. Jacobi, 




à transformer en rapports de ractorielles des intégrales ellip 
troisième espèce, pourraient elles-mêmes se déduire d’une 
donnée pour cet objet par M. Jacobi. 


232 . 

Analyse siatliématiqüe. — Mémoire sur les fractions rationnelk 
peut extraire d’une fonction transcendan te, et spécialement c 
entre deux produits de factorielles réciproques. 

C. R., T. XVII, p. 9 ai (3o octobre i843). 

On sait que d’une fraction rationnelle quelconque on peu 
une suite de fractions simples dont la somme augmentée, s’i 
d’une fonction entière de la variable, reproduit la fraction r; 
donnée. On sait encore que, dans son Introduction à l’Ai 
infiniment petits, Euler a décomposé en fractions simples 
fonctions transcendantes, entre autres la cotangente d’un arc 
et que les formules du calcul des résidus fournissent une mu 
semblables décompositions. Les fractions simples dont il 
ont pour dénominateurs les facteurs linéaires, non de la fon 
posée, mais de sa réciproque, c’est-à-dire du rapport qu’on i 
divisant l’unité par cette fonction, et les carrés, les cubes, c 
facteurs, lorsque la fonction réciproque, égalée à zéro, pn 
équation qui offre des racines doubles, triples, etc. Quant a 
rateurs des fractions simples, on les suppose généralement 
des constantes; mais cette réduction peut avoir des inconvéi 
nous allons signaler. 

Concevons qu’une fonction transcendante donnée, étant i 
par un facteur linéaire de sa réciproque ou par le carré, le 
de ce facteur, si celui-ci deAÛent double, triple, etc., le pro 
obtenu acquiert toujours une valeur finie pour une valeur n 


tacieur luieaire. un pourra generaiement extraire de la îoiiction 
transcendante une suite de fractions simples dont les numérateurs 
seront constants; et, si ces tractions simples forment une série conver¬ 
gente, alors, on retranchant leur somme de la fonction transcendante, 
on obtiendra pour reste une fonction nouvelle qui aura la propriété d(^ 
ne jannais devenir infinie pour aucune valeur finie delà variable. Cette 
propriété remarquable entrainera une foule de conséquences utiles. 
Ainsi, par exemple, en y ayant égard, on conclura de notre théorème 
sur la convergence des séries que la fonction nouvelle sera générale¬ 
ment développable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes et entières de la variable. 

Mais la condition ci-dessus énoncée peut n’être pas remplie; en 
d’autres termes, il peut arriver que la série formée par les fractions 
simples soit divergente, et alors il importe de remplacer cette série, 
s’il est possible, par une série convergente. Or, dans un grand nombre 
de cas, on parviendra effectivement à ce but, en substituant aux numé¬ 
rateurs constants des fractions simples des numérateurs variables, 
ainsi que nous allons l’expliquer. 

Supposons, pour fixer les idées, que toutes les racines de l’équation 
qu’on obtient en égalant à zéro la réciproque de la fonction donnée 
soient des racines simples, et considérons la fraction simple qui a pour 
dénominateur le facteur linéaire correspondant à l’une de ces racines. 
Le numérateur constant de cette fraction simple sera la valeur qu ac¬ 
quiert le produit de. la fonction donnée par le même facteur linéaire, 
quand celui-ci s’évanouit. Or, concevons que l’on multiplie ce numé¬ 
rateur' constant par une fonction auxiliaire, savoir, par une lonction 
entière ou même transcendante, qui se réduise à l’unité quand le fac¬ 
teur linéaire s’évanouit, et qui ne devienne jamais infinie pour aucune 
valeur finie de la variable. La fraction simple que 1 on considérait se 
trouvera remplacée par une autre dont le numérateur ne sera plus con¬ 
stant, et l’on pourra généralement choisir la fonction auxiliaire de 
telle sorte que la nouvelle fraction et les fractions simples de même 
espèce, correspondantes aux divers facteurs linéaires, forment une 



série convergente. U ailleurs, ceue conauion eiant rcmpuu, 
(les fractions simples, retranchée de la fonction proposée 
pour reste une fonction nouvelle qui aura la propriété de 
devenir infinie pour une valeur finie de la variable et qui, 
sera généralement développable en une série convergente, 
suivant les puissances ascendantes et entières de cette varia 
tons que la somme des diverses fractions simples pourra f 
ment exprimée, à l’aide des notations du calcul des résidu 
formule qui s’étendra au cas même où la réciproque de 1 
transcendante donnée offrirait des facteurs doubles, triples, 
à-dire au cas où des racines multiples vérifieraient l’équai 
obtient quand on égale cette réciproque à zéro. 

Si la fonction transcendante donnée devenait infinie : i' 
valeur nulle de la variable ; 2° pour d’autres valeurs finies c 
variable, sans qu’il fût possible d’en extraire une ou plus 
tions simples correspondantes à la valeur nulle, on pouri 
extraire de la fonction transcendante des fractions simples 
liantes aux autres valeurs finies de la variable et même, ( 
comme on l’a dit, faire en sorte que ces fractions simples : 
une série convergente. Alors la différence entre la fonction 
dante et la somme des fractions simples serait une fonctio 
qui ne deviendraitjamais infinie pour des valeurs finies de 1 
distinctes de la valeur zéro. Par suite, en vertu de l’cxtens 
par M. Laurent au théorème sur la convergence des séries, ; 
fonction serait généralement développable en une série ci 
ordonnée, non plus suivant les puissances ascendantes, mai 
suivant les puissances entières, positives, nulle et négative 
riable. 

Les principes que nous venons d’exposer s’appliquent a 
grande facilité au développement du rapport entre deux p 
factorielles géométriques, ou même de factorielles récipr 
arrive alors aux propositions suivantes : 

Théorème l. — Le rapport entre deux produits de factorü 


U iques dont la raison est la même, et dont les hases sont proportionnelles, 
peut se décomposer en deux parties, dont l’une est la somme de fractions 
simples qui forment une serie convergente, tandis que V autre partie est la 
somme d une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et 
ascendantes de l’une des bases. La première partie disparaît lorsque le 
dénominateur du rapport est remplacé par l’unité, et la seconde, quand 
ce dénominateur renferme plus de factorielles que le numérateur. 

TiiicoaÈME II. — Le rapport entre deux produits de factorielles réci¬ 
proques dont la raison est la même, et dont les bases sont proportionnelles, 
peut se décomposer en deux parties, dont l’une est la somme de fractions 
simples qui forment une série convergente, tandis que l’autre partie est la 
somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances entières 
positives, nulle et négatives de l’une des bases. La première partie disparaît 
lorsque le dénominateur du rapport est remplacé par V unité, et la seconde 
partie, quand ce dénominateur renferme plus de factorielles que le numé¬ 
rateur. Ajoutons que cette seconde partie est toujours représentée par une 
somme de factorielles réciproques. 


Analysk. 


Soit /(.r) une fonction transcendante, qui reste toujours continue 
entre deux valeurs de x propres à vérifier l’équation 


et qui soit telle qu’à une pareille valeur de x corresponde toujours 
un résidu fini et déterminé àef{x). Si les divers résidus partiels, dont 
la somme est représentée par l’expression 




(/(=)] 


re¬ 


forment une série convergente, alors, en posant 
(3) /(re)-^^M=F(x), 


OEuvres de C, — S. 1,1. VIII. 


l5 



on obtiendra pour F(£î7 ) une fonction nouvelle qui ne dcv 
infinie pour aucune valeur finie de la variable x. Par su: 
velle fonction F(a?), qui, ajoutée à l’expression 


reproduira la fonction donnée f{x), sera généralement d( 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances c 
et entières de x. 

Soit maintenant 

une fonction dea; qui reste finie pour une valeur finie quelci 
et qui, de plus, vérifie la condition 

(4) ' 'i^(0==o; 

la nouvelle fonction F(æ) jouira encore des propriétés é 
l’on pose 

(5) 


Cette dernière formule suppose la fonction choisie 

que les résidus dont la somme est représentée par l’cxpres! 


( 6 ) 


r (/(--)) 
^ æ — ^ 


X 


forment une série convergente. 

Si la fonction f{x) devient infinie pour une valeur nulle 
qu’il soit possible d’en extraire un résidu correspondant à; 
l’on évite de comprendre zéro parmi les valeurs de s auxqui 
porte le signe ^f dans l’expression (2) ou (6), la fonction 1 
minée par l’équation ( 3 ) ou ( 4 ) ne deviendra jamais infin 
valeurs finies de x distinctes de zéro, et par suite cette fc 
généralement développable en une série convergente orc 
vant les puissances enti'eres positives, nulle et négative 
riable x. 


ÎNous donnerons, dans un autre article, 1 application de ces formules 
générales au développement de diverses fonctions, et spécialement 
au développement du rapport entre deux produits de factorielles. 


233 . 

Analyse matiiéiiattque. — Rapport sur un Mémoire de M. Laurent, qui a 
pour titre : Extension du théorème de M. Cauchy relatif à la conver¬ 
gence du développement d’une fonction suivant les puissances 
ascendantes de la variable x. 

C. R., T. XVII, p. 938 (3o octobre iS-jS). 

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre 
compte d’un Mémoire de M. Laurent relatif à l’extension d’un théorème 
que l’un de nous a donné dans le Mémoire présenté à rx 4 cadémie de 
Turin le ii octobre t 83 i, et dont il a fourni une démonstration nou¬ 
velle dans ses Exercices d’Anedyse et de Physique mathématique. I^e 
théorème en question peut s’énoncer comme il suit : 

X désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction réelle ou 
imaginedre de x sera développable en une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances ascendantes de cette variable, tant que le module de 
la variable conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles pour 
lesquelles la fonction ou sa dérivée cesse d’être finie ou continue. 

En examinant attentivement la première démonstration de ce théo¬ 
rème, M. Laurent a reconnu, comme il le dit lui-même, que l’analyse 
employée par l’auteur pouvait conduire à un théorème plus général, 
relatif au développement d’une fonction en une série ordonnée suivant 
les puissances entières positives, nulle et négatives de la variable. 
Déjà, dans une des séances de l’Académie-, le rapporteur avait montré 
qu’un semblable développement, lorsqu’il peut s’effectuer entre deux 
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limites données du module de la variable, pour des vah 
conques de l’argument de cette variable supposée imaginair 
jours unique. Le nouveau théorème démontré par M. Laureni 
avec cette proposition, et peut s’énoncer comme il suit : 

X désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonctio 
imaginaire de x pourra être représentée par la somme de deux 
vergentes, ordonnées, l’une suivant les puissances entières et as 
l’autre suivant les puissances entières et descendantes de x, t 
module de x conservera une valeur comprise entre deux limite 
quelles la fonction ou sa dérivée ne cesse pas d'être finie et con 

L’équation de laquelle M. Laurent déduit son théorème 
présentée sous diverses formes et se trouve comprise, comn 
ticulier, dans l’une de celles que renferme le I®‘' Volume des 
de Mathématiques ('). Il y a plus : le théorème de M. Laure 
déduire immédiatement d’une proposition établie dans la 
livraison des Exercices d’Analyse f), etc., et dont voici l’én 

Si une fonction et sa dérivée restent continues, pour un rm 
variable renfermé entre deux limites données, la valeur moyi 
fonction, correspondante à un module compris entre ces limites 
pendante de ce module. 

Comme l’a observé M. Laurent, la formule de laquelle se 
théorème permet d’effectuer la séparation des racines d’un 
algébrique sans recourir à l’équation aux carrés des différei 
observation s’accorde avec les conclusions auxquelles le 
est parvenu dans le XIX® Cahier du Journal de l’École Polyta 
et, plus anciennement, dans un Mémoire sur la résolution 
tions par les intégrales définies, présenté à l’Académie des ! 
22 novembre 1819, Mémoire dont un extrait a été inséré d 
Ivse des travaux de VAcadémie. 


L extension donnée par M. Laurent au tlieoremc sur la convergent' 
(les séries, ou plutôt le nouveau théorème qu’il a établi à ce sujet, 
nous paraît digne de remarque. Ce théorème peut être utilemen( 
employé dans des recherches de haute Analyse. Nous pensons, en con¬ 
séquence, que le Mémoire adressé par M. Laurent à l’Académie est 
très digne d’être approuvé par elle et d’être inséré dans le Recueil des 
Savants étrangers. 

Le rapporteur a joint à ce Rapport la Note suivante, qui indique la 
manière la plus simple d’arriver au théorème de M. Laurent, en par¬ 
lant des principes établis dans les Exercices d’Analyse et de Physique 
mathématique. 


234 . 

Analyse mathématique. — Note sur le développement des fonctions en séries 
convergentes ordonnées suivant les puissances entières des variables. 

C. II., T. XVII, p. o'io (3o octobre i843). 

Soit 

X = reC’J-' 

une variable imaginaire dont r représente le module et jd l’argument. 
Soit de plus ts(x) une fonction de cette variable qui reste, avec sa 
dérivée, finie et continue, par rapport à r et à p, entre deux limites 
données du module r, savoir, depuis la limite jusqu’à la limiü' 

/• = R. La fonction n(/') de r, déterminée par l’équation 

n(/-) = ^r us{x)dp, 

sera ce que nous appelons la valeur moyenne de la fonction Tô(fc), et 
comme cette valeur moyenne restera invariable depuis r = ro jusqu'à 
/•~R [voir la 9® livraison des Exercices dWnalyse et de Physique 



limites données au moauie ae la varianie, pour des 
conques de Targument de cette variable supposée imagin 
jours unique. Le nouveau théorème démontré par M. Laiir 
avec cette proposition, et peut s’énoncer comme il suit : 

Ji: désignant une variable réelle ou imaginaire, une font 
imaginaire de œ pourra être représentée par la somme de dei 
vergentes, ordonnées, Vune sawant les puissances entières et 
l’autre suivant les puissances entières et descendantes de x 
module de x conservera une valeur comprise entre deux lim 
quelles la fonction ou sa dérivée ne cesse pas d'être finie et c 

L’équation de laquelle M. Laurent déduit son théorèr 
présentée sous diverses formes et se trouve comprise, coi 
ticulier, dans l’une de celles que renferme le P" Volume < 
de Mathématiques (f). Il y a plus : le théorème de M. Lai 
déduire immédiatement d’une proposition établie dans 
livraison des Exercices d’Analyse (-), etc., et dont voici 1 ’ 

Si une fonction et sa dérivée restent continues, pour un 
variable renfermé entre deux limites données, la valeur nu 
fonction, correspondante à un module compris entre ces limii 
pendante de ce module. 

Comme l’a observé M. Laurent, la formule de laquelle i 
théorème permet d’effectuer la séparation des racines d’¬ 
algébrique sans recourir à l’équation aux carrés des difféi 
observation s accorde avec les conclusions auxquelles 1 
est parvenu dans le XIX® Cahier du Journal de l’École Poly 
et, plus anciennement, dans un Mémoire sur la résoluti 
tionspar les intégrales définies, présenté à l’Académie de 
22 novembre 1819, Mémoire dont un extrait a été inséré 
lyse des travaux de l’Académie, 

(^) OEwrea de Cauchy, S. Il, T. VI 

(2) S. n, T. XL 

(3) Ibid., S. II, T. 1. 


L exiension üonnee par ivi. Laurent au theoreme sur la convergence 
dos séries, ou plutôt le nouveau théorème qu’il a établi à ce sujet, 
nous parait digne de remarque. Ce théorème peut être utilement 
employé dans des recherches de haute Analyse. Nous pensons, en con¬ 
séquence, que le Mémoire adressé par M. Laurent à l’Académie est 
très digne d’être approuvé par elle et d’être inséré clans le Recueil des 
Sacants élrangers. 

Le rapporteur a joint à ce Rapport la Note suivante, qui indique la 
manière la plus simple d’arriver au théorème de M. Laurent, en par¬ 
tant des principes établis dans les Exercices d’Analyse et de Physique 
rnalhémalique . 


m. 


iVNALYSK jLVTiiéMA'nQeK. — Note sur le développement des fonctions en séries 
convergentes ordonnées suivant les puissances entières des variables. 


C. U., T. XVII, p. 9io (3o octobre i843). 


Soit _ 

X — reP 

une variable imaginaire dont r représente le module et p l’argument. 
Soit de plus ra(ir) une fonction de cette variable qui reste, avec sa 
dérivée, finie et continue, par rapport à r et à/>, entre deux limites 
données du module r, savoir, depuis la limite r~r^ jusqu’à la limit»' 
/• = R. La fonction n(r) de r, déterminée par l’équation 

X 

II(/') = — / vs{x) dp, 

sera ce que nous appelons la valeur moyenne de la fonction î3(x' ), et 
comme cette valeur moyenne restera invariable depuis r = jusqu a 
r = R Iî.'otV- la ()® livraison des Exercices d’Analyse et de Physique 


malliemaliqae (^)j, on aura 


(I) n(R)==ii(/-o). 

Si, le module élant nul, C7(u?) s’évanouit avec x, n(r<)) s’évan 
aussi, et la fonnule (i) donnera simplement 

ÎI(R) = 0. 

Posons maintenant 


et 


y~ Z “ Re-zV-i 


^(-) — 


-3 — X 


t'( J') désignant une fonction de x qui reste, avec sa dérivée», fi 
continue, depuis la limite r — i\ jusqu’à la limite r-=R. Aloi 
observant que. le module rdc a? est renfermé entre les modub's 
des variables r, et qu’on a, par suite, non seulement 


(3) 



mais encore 


œ X‘ x^ 



Z X 

-I -f- — -l- 

-3 — X 3 



"ZT 


4 -. . . , 


on trouvera 


R(c„) = 



rf(v) , 

^dp, 

. y> ^ 


y 


ll(U) r=-L 

2 73 3 — X ^ 


Donc l’équation ( 2 ) donnera 

et l’équation (i) donnera 


{■>) 




y — X 


dp. 


( ‘ ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI. 



Or, comme en vertu des lormules (o), les intégrales comprises dans 
les valeurs de II(r„) et de II(R) sont, ainsi que les fonctions renfer¬ 
mées sous le signe J , développables, la première en une série conver¬ 
gente ordonnée suivant les puissances entières et négatives de la 
variable ar, la seconde en une série convergente, ordonnée suivant les 
paissances entières, nulle et négatives de la même variable, l’équa¬ 
tion (4) entraînera évidemment comme conséquence le théorème que 
j’ai donné sur la convergence des séries qui proviennent du dévelop¬ 
pement des fonctions, et, l’équation (5), le théorème de M. Laurent. 

L’équation de laquelle M. Laurent a déduit son théorème est la sui¬ 
vante 

2 TT 

(d) 


et semble au premier abord difTcrcr de la formule (5). Mais, comme 
dans notre hypothèse, c’est-à-dire lorsque f(.a?) reste fonction continue 
de a;, depuis la limite /' = /•„ jusqu’à la limite /'= R, on a, pour une 
valeur de r comprise entre ces limites, 

n(/-) = n(7-„) 

ou, ce qui revient au même, 




dp 




~ r({x)dp=— r 

t/ —TC —TC 


î[y)dp 


et, par suite. 




il en résulte que la formule (6) peut être réduite à l’équation (a). 

Nous avons ici supposé que la fonction f(a;) restait finie et continue 
depuis la limite du module r représentée par /•„, jusqu’à la limite de r 
représentée par R. Les formules (4), (5) et (6) deviendraient généra¬ 
lement inexactes dans la supposition contraire, et même dans le cas 



malhètnatique (')j, on aura 


,,) ÎI(R) = M(r„)- 

Si, le module r„ étant nul, s(a?) s’évanouit avec a-, ll(r„) s 
aussi, et la formule (i) donnera simplement 

(•>.) n(U) = o. 

Posons maintenant 

y = /'o - —■ R 

et 


f(a;') désignant une fonction de .r qui reste, avec sa dériv 
continue, depuis la limite = jusqu’à la limite r=R 
observant que le module /• de a; est renfermé entre les mo 
des variables V, et qu’on a, par suite, non seulement 


; 1 H-1—T 


mais encore 


I r y dp 


.1 _ y — JC 


on trouvera 


' r y fl yl dp 11 ( R ) =, J- C “ illÿ} dp 

y. -J _ Z — X 


Donc l’équation (^ 2 ) donnera 




et l’équation ( 1 ) donnera 






^ ) OEuvres de Cauchy, S. lî, T. XI. 


Or, comme en vertu des lormules (j), les intégrales comprises dans 
les valeurs de n(r|,) et do n(R) sont, ainsi que les fonctions renfer¬ 
mées sous le signe J , développables, la première en une série conver¬ 
gente ordonnée suivant les puissances entières et négatives de la 
variable æ, la seconde en une série convergente, ordonnée suivant les 
puissances entières, nulle et négatives de la même variable, l’équa¬ 
tion (4) entraînera évidemment comme conséquence le théorème que 
j’ai donné sur la convergence des séries qui proviennent du dévelop¬ 
pement des fonctions, et, l’équation (5), le théorème de M. Laurent. 

L’équation de laquelle M. Laurent a déduit son théorème est la sui¬ 
vante 



et semble au premier abord différer de la formule (5). Mais, comme 
dans notre hypothèse, c’est-à-dire lorsque f(a7) reste fonction continue 
de CP, depuis la limite r= r„ jusqu’à la limite /• = R, on a, pour une 
valeur de r comprise entre ces limites, 

n(;-) = n(7-„) 

ou, ce qui revient au même. 


et, par suite. 


^jj{xUp=± f\,)dp __ 


il en résulte que la formule (6) peut être réduite à l’équation (j). 

Nous avons ici supposé que la fonction f(a;) restait finie et continue 
depuis la limite du module r représentée par jusqu’à la limite de r 
représentée par R. Les formules (4), (5) et (6) deviendraient généra¬ 
lement inexactes dans la supposition contraire, et même dans le cas 



où la lonction i{x), demeurant unie et continue pour aes va 
comprises entre les limites r„, R, deviendrait infinie ou di 
pour r = To ou pour r = R. 


235. 

Astronomie. — Mémoire sur l’application du calcul des 
à VAstronomie. 

C. R., T. XVII, p. ti57 (20 novembre 1843 ). 

Dans le Mémoire présenté à l’Académie de Turin en i83 
montré comment on pouvait déterminer les limites de l’erreu 
commet quand on arrête, après un certain nombre de terme; 
loppement d’une fonction en une série ordonnée suivant les j 
entières et ascendantes d’une variable. Le nouveau calcu 
appliqué à la solution de ce problème, et que j’ai nommé 
limites, prouve que l’erreur commise reste inférieure, quan 
est convergente, au reste d’une certaine progression géo 
Or un théorème que j’ai donné dans la 9 ' livraison des Exercù 
lyse et de Physique mathématique (“), et qui se rapporte ai 
moyennes des fonctions, permet d’étendre cette proposition 
il s’agit du développement d’une fonction en une série ordi 
vaut les puissances entières d’une exponentielle trigonomé 
eflet, si l’on considère cette exponentielle comme la valeu 
lière d’une variable ar, correspondante au module i, le coe 
la puissance de l’exponentielle, dans le développem 
fonction, ne sera autre chose que la valeur moyenne du rap 
la fonction et la puissance de x. Or, d’après le théorèm 
tion, on pourra dans cette valeur moyenne remplacer le mO' 
un autre module r, inférieur ou supérieur à l’unité, si la f( 


(■) UEuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 
y-) Ibid., s. Il, T. XI. 


cesse pas d’être continue, tandis que le module de x varie entre les 
limites i et r. D’ailleurs, cette condition étant supposée remplie, il est 
clair que si l’on arrête, après un certain nombre de termes, la partie 
du développement de la fonction qui renferme, ou les puissances des¬ 
cendantes, ou les puissances ascendantes de l’exponentielle trigono- 
métrique, l’erreur commise sera inférieure au reste correspondant de 
la progression géométrique qui aui’ait pour premier terme la valeur 
moyenne de la fonction correspondante au module r, et pour raison 
ce module même, ou l’inverse de ce module, c’est-à-dire le rapport^/ 

Ce n’est pas tout : si, au premier terme du développement, c’est- 
à-dire au terme indépendant de la variable et représenté par la valeur 
moyenne de la fonction donnée, on substitue la moyenne arithmétique 
entre les n valeurs qu’acquiert la fonction quand on égale successive¬ 
ment la variable aux diverses raci nés de l’unité, l’erreur commise 
se composera de deux parties, dont chacune sera le produit de la puis¬ 
sance du module r ou y. par la somme d’une progression géomé¬ 
trique qui otfrira pour raison cette même puissance. On pourra donc 
calculer très simplement ce premier terme, et même, par un calcul 
analogue, un terme quelconque de la série, avec une approximation 
définie et aussi grande que l’on voudra. 

Les principes que je viens d’exposer sont particulièrement utiles 
dans rx4stronomie. Si on les applique au développement de la fonction 
perturbatrice qui répond à une planète donnée, et spécialement au 
développement du terme réciproquement proportionnel à la distance 
mutuelle de deux planètes m, m', en une série ordonnée suivant les 
puissances entières de rexponentielle trigonométrique qui a pour 
argument l’anomalie moyenne dem, on reconnaîtra ; i” que le module r 
ou ^ doit rester compris entre les valeurs réelles qu’acquiert cette expo¬ 
nentielle, quand le cosinus de l’anomalie excentrique se réduit au 
nombre réciproque de l’excentricité; 2 *’ que de plus le module r ou 
doit offrir une valeur comprise entre celles qui peuvent réduire à zéro 
la fonction représentée parla distance mutuelle des deux planètes. 

OEîwres de C. - S. 1, l. VIH. l6 



Je développerai, dans de prochains Mémoires, les no 
importantes applications de ces principes. J’offrirai ces M( 
confiance à mes honorables confrères du Bureau des Lo 
particulièrement à celui d’entre eux qui a bien voulu me 
désir que je m’occupasse plus spécialement d’Astronomi 
velles recherches leur prouveront que, si jusqu’à présent 
été permis de me réunir à eux ailleurs que dans cette en 
cesse pas pour cela de prendre une part active à leurs t 
remplir de mon mieux la tâche qu’ils m’ont imposée im 
comme géomètre, en novembre 1839 , à redoubler d’idfor 
servir l’Analyse aux progrès de l’Astronomie. 


236. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les formules qui se 
composer en fractions rationnelles le l'apport entre deux 
factorielles réciproques. 

C. R., T. XVII, p. I [50 (-20 novembre 1843 ). 


Nommons II(a 7 , t) la factorielle réciproque qui a pour 
riable x et pour raison la variable t dont on suppose le 1 
rieur à l’unité. Alors, en posant, pour abréger. 


M = (1 + .a;) ( r + Ix) (i 4- fhv).... 


on aura 


n(j:‘, = r)cj(rx~‘, l) 


ou, ce qui revient au même. 


(i) n(dj, t) — {14- x) (i 4- tx) (i 4- t'x) ...(14- ' )([_)_ 

Soit d’ailleurs/(a?) le rapport entre deux produits de factc 
proques, qui offrent le même module t, avec des bases prop 


h la variable x, en sorte qii on ait 


n(Xa;, f) nCiuLj', n(yj;, /I ... 
“ IK.aj", t)ü{6x, t)iï{yx, 1).^. ' 


Enfin, posons 

(3) 


?(•*•) —fix) 


r iM 

^ œ — ^ 



^(•x’) étant une fonction qui reste finie pour une valeur quelconque 
de X, qui vérifie, la condition 

(4) 'j'U) — 


et qui soit telle que les résidus dont la somme est représentée par l’ex¬ 
pression 


(3) 


r (/>£}) .J, 

-r* - r ‘ 



forment une série convergente. Alors F(æ;) sera une fonction nouvelle 
qui ne deviendra plus infinie pour aucune valeur finie de x distincte 
de zéro, et qui sera généralement, ou nulle, ou développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives, 
nulle et négatives de la variable x. 

Comme les divers facteurs de la fonction 


seront de la forme 


)\x) 


I H- ha-, 


h désignant le produit de l’un des coefficients 

a, ê, y, ... 

par une puissance entière de la raison t, chacun des résidus com¬ 
pris dans l’expression ( 5) sera de la forme 

H 

1 + hx^ 


H désignant une constante ou une fonction de x qui devra prendre 



Je développerai, dans de prochains Mémoires, les nomli 
importantes applications de ces principes. J’offrirai ces Même 
confiance à mes honorables confrères du Bureau des Longi 
particulièrement à celui d’entre eux qui a bien voulu me téir 
désir que je m’occupasse plus spécialement d’Astronomie. 
velles recherches leur prouveront que, si jusqu’à présent il n 
été permis de me réunir à eux ailleurs que dans cette enceii 
cesse pas pour cela de prendre une part active à leurs trav 
remplir de mon mieux la tâche qu’ils m’ont imposée en m’ 
comme géomètre, en novembre 1839 , à redoubler d’efforts ] 
servir l’Analyse aux progrès de l’Astronomie. 


236 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les formules qui serve, 
composer en fractions rationnelles le rapport entre deux pr(. 
factorielles réciproques. 

C. R., T. XVU, p. iiSg (20 novembre 18,'iS ). 


Nommons n(.r, t) la factorielle réciproque qui a pour bi 
riable x et pour raison la variable t dont on suppose le moi 
rieur à l’unité. Alors, en posant, pour abréger. 


on aura 


C7(.r, i) = (i H- j;) (r 4- tx) (i + 

n.{x, t] =rn!(x, <t ), t) 


OU, ce qui revient au même, 

(l) n(d7, i) r= (i 4-ic) (i-H (i <* 0 ;). . .([ -i- tx-' ) (1 + ■ 


Soit d’ailleurs/(a?) le rapport entre deux produits de factori( 
proques, qui offrent le même module t, avec des bases proport 


a la vanahie .r, on sorte qu on ait 


(•i) 

Enfin, posons 

( 3 ) 


f{ x) — t)U{ixæ, t)\ l{'jæ, t). . . 

~ 11 (a.r, i) ll(êd", l,)]l{-jx, /)..T 




r 

œ 


[A'- 




étant une fonction qui reste finie pour une valeur quelconque 
de .X-, qui vérifie la condition 


i/.) 


tL( l) =:: I, 


et (]ui soit telle que les résidus dont la somme est représentée par l’ex¬ 
pression 


( 5 ) 


t' 

O X 


(/(^)) 


forment uiK' série convergente. Alors F(.a:-) sera une fonction nouvelle 
qui ne di^viendra plus infinie pour aucune valeur finie de x distincte 
d(' zéro, et qui sera généralement, ou nulle, ou développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives, 
nulle ('t négatives de la variable x. 

Comme les divers facteurs de la fonction 


siu’ont de la forim^ 


/(^) 


I H— hîVy 


h désignant b^ produit de l’un des coefficients 

a, S, y, ... 

par une puissance entière t" de la raison t, chacun des résidus com¬ 
pris dans l’expression (5) sera de la forme 

H 

I -h // J? ’ 

H désignant une constante ou une fonction de x qui devra prendre 



Jo développerai, dans de prochains Mémoires, les n 
importantes applications de ces principes. J’offrirai ces M 
confiance à mes honorables confrères du Bureau des L 
particulièrement à celui d’entre eux qui a bien voulu me 
désir que je m’occupasse plus spécialement d’Astronom 
velles recherches leur prouveront que, si jusqu’à présent 
été permis de me réunir à eux ailleurs que dans cette ei 
cesse pas pour cela de prendre une part active à leurs 
remplir de mon mieux la tâche qu’ils m’ont imposée er 
comme géomètre, en novembre 1839 , à redoubler d’effo 
servir l’Analyse aux progrès de rx4stronomie. 


236. 

x 4 nalvse mathématique. — Mémoire sur les formules qui s 
composer en fractions rationnelles le rapport entre demi 
factorielles réciproques. 

G. R., T. XVII, p. iiSg ( 2,0 novembre i8'|3 ). 


Nommons II(m, la factorielle réciproque qui a pou 
riable x et pour raison la variable t dont on suppose le 
rieur à l’unité. x41ors, en posant, pour abréger, 


un ^ ) — ( I “f- ( r —1— liZ-') ( I -j— .:v ). . ., 


on aura 


IK^r, = /) 


OU, ce qui revient au même, 

(i) JI(x, t) = (i-t-ic) (i -h ta-)(i + Z-ic). . .(H- z,r-') (I-H r\: 

Soit d’ailleurs/(a?) le rapport entre deux produits de fac 
proques, qui offrent le même module t, avec des bases pro 


a la variable x, en sorte qu on ait 


( 2 ) 

Enfin, posons 

( 3 ) 




t) II(v j;, l\. . 
îjT a.J", t) /)., 




étant une fonction qui reste tinie pour une valeur quelconque 
de X, qui vérifie la condition 

( 4 ) 


et qui soit telle que les résidus dont la somme est représentée par l’ex¬ 
pression 




r [/W! a, 

X —Z ■ 



forment une série convergente. Alors F(.'r:) sera une fonction nouvelle 
qui ne deviendra plus infinie pour aucune valeur finie de x distincte 
de zéro, et qui sera généralement, ou nulle, ou développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives, 
nulle et négatives de la variable x. 

Gomme les divers facteurs do la fonction 


seront de la forme 


/(•*) 


I -4“ /i OL' y 


Il désignant le produit de l’un des coefficients 

cc, 6 , 7 , ... 

par une puissance entière t" de la raison t, chacun des résidus com¬ 
pris dans l’expression (5) sera de la forme 

H 

1 -h /ix’ 


H désignant une constante ou une fonction de x qui devra prendre 



Je développerai, dans de prochains Mémoires, les nom! 
importantes applications de ces principes. J’offrirai ces Mém 
confiance à mes honorables confrères du Bureau des Long 
particulièrement à celui d’entre eux qui a bien voulu me tén 
désir que je m’occupasse plus spécialement d’Astronomie. 
velles recherches leur prouveront que, si jusqu’à présent il i 
été permis de me réunir à eux ailleurs que dans cette encoi 
cesse pas pour cela de prendre une part active à leurs trav 
remplir de mon mieux la tâche qu’ils m’ont imposée en m 
comme géomètre, en novembre iSdp, à redoubler d’efforts 
servir l’Analyse aux progrès de l’Astronomie. 


236 . 

Anxlyse Ji.vTiiÉM.VTiQUE. — Mémoire sur les formules qui serve 
composer en fractions rationnelles le rapport entre deux pn 
factorielles réciproques. 

C. R., T. XVtt, p. i[ 59 (40 novembre iS/iS i. 


Nommons II(a:, la factorielle réciproque qui a pour b; 
riable x et pour raison la variable t dont on suppose le mo 
rieur à l’unité. Alors, en posant, pour abréger. 


nT(.r, n = (! -1- ic) ( [ + /tir;) (i -(- t^æ ). .., 


on aura 


n(j:;, t) — Ts{x, l) 


ou, ce qui revient au même, 

(i) n(/r, t) — {i + x) {i + tx){i-i- t"-x). . .(iH- /tx-') (IH- t-x-') 


Soit d’ailleurs/(a?) le rapport entre deux produits de factorii 
proques, qui offrent le même module t, avec des bases propori 


a la van an 10 x, en sort e qu on ait 


(a) 

Enfin, posons 

(3) 




na X, t] Hiixæ, t) llfvj;, t.).. . 

Ml OC ,2 y £ J 11 ^ O «3? f / ) il { ^ H- ^ /■ j . . m 




étant une fonction qui reste Unie pour une valeur quelconque 
cle^, qui vérifie la condition 

(4) d;(i) = i, 

et qui soit telle que les résidus dont la somme est représentée par Tex- 
pression 

forment une série convergente. Alors F(æ;) sera une fonction nouvelle 
qui ne deviendra plus infinie pour aucune valeur finie de x distincte 
de zéro, et qui sera généralement, ou nulle, ou développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances entièri's, positives, 
nulle et négatives de la variable x. 

Comme les divers facteurs do la fonction 


seront de la forme 


/(■*) 


I hXf 


h désignant le produit de l’un des coefficients 

a, 6, y, ... 

par une puissance entière t" de la raison t, chacun des résidus com¬ 
pris dans l’expression (.5) sera de la forme 

H 

I -J- /? J? ’ 


H désignant une constante ou une fonction de x qui devra prendre 



une valeur égale à celle du produit 

(i -t- hx) f{x), 

et vérifier en conséquence la condition 

(6i Yi — {i + hx)f{x), 


pour la racine x = — de l’équation 

J hœ — O. 


On pourra d’ailleurs déterminer sans peine la valeur de tl, ; 
considérations suivantes. 

Si l’on pose, pour abréger. 


et 


n( .r, l) 

I + X 


— t) 


. _ O n(jUL^, O 

a(ax, tyùjë^tWiÿx, tf :’ 


l’équation ( 2 ) pourra être réduite à 




f(^) 


_f(£l_, 

(r -T OLX) (i-f- êj:.-) (i-t- ya:') .. . ’ 


et par suite il sera facile d’obtenir les valeurs de H corro 
au cas où l’on prendra pour h un des coefficients a, ê, y, 
par exemple, la valeur de H correspondante à A = a pourra 
leur même du produit 

(i -t- ax) f{x), 


correspondante à a; — — donc, si l’on nomme ©„ cette v 
on pourra prendre 



ou, en d’autres termes. 


Soit maintenant nie nombre des factorielles réciproques qui entrent 
dans le numérateur du rapport soit, au contraire, n-+-/n le 

nombre de celles qui composent le dénominateur, et faisons, pour 
abréger, 



On tirera de l’équation ( 2 ) 

(9) 

et par suite on trouvera, pour des valeurs entières de n, 

" ij" ~Jj rii 

( 10 ) f {X ] z=:z 0'^ t - f( Z" X ). 

En remplaçant, dans cette dernière formule, cc par r'^cc, on en con¬ 
clut qu’elle subsiste même pour des valeurs négatives, mais entières, 
de n. 

Cela posé, prenons pour h l’un des produits 

at'\ Si", ..., 

et supposons, pour fixer les idées, 

h ~at^. 

La valeur correspondante de H devra vérifier, pour a; = — la con¬ 
dition (6) ou 

;?(« -- I ) 

aL"-x) 

et, comme ©„ représente la valeur du produit 

{\^ ax) f{x) 


correspondante à a; = — cette condition pourra être réduite à 

^ —1) 

(il) H = 0a5'*i - 


Or, puisque la valeur de H, fournie par la formule (ii), restera finie, 
non seulement pour x~ - ^5 mais encore pour une valeur finie 

ûC V 



quelconque de x, il est clair que cette formule pourra être co 
comme propre à déterminer la valeur de H, quel que soit x, s 
qui a pour terme général la fraction 

n[n — 1 ) 

- m 


est une série convergente. D’ailleurs cette dernière condit 
toujours évidemment satisfaite, si l’on a m o. Donc alors o 
supposer la valeur générale de H déterminée par la formule ( 
formule (3) donnera 


([3) ¥(x)=:f(x)-&u'y^ 


les sommes indiquées par le signe ^ s’étendant à toutes le: 
entières, positives, nulle et négatives de n. En d’autres tei 
aura, pour m > o, 

f( 3 ) 


(.i4) 


f(.v) = ¥{x) - r 


^ az) { [ -i- Gz). 


.y 6'^‘ 


l" a- 


F(a;) désignant une fonction qui sera développable en une si 
vergente ordonnée suivant les puissances entières, positives 
négatives de x. D’ailleurs, on tirera des formules ( 9 ) et (K/i) 

(i5) ¥(x)—Qx"^¥ (tx), 

et l’on pourra de la formule (i5) déduire immédiatement la ) 
F(a?), en opérant comme nous l’avons déjà fait dans un cas s 
(voir le Compte rendu de la séance du 9 octobre, page 82 . On 
ainsi 


( 16) F(.r) = KoUiex"‘, t) Kl n.(etx"^, t)-h.. .+■ K,n-ix"'-'E{Bt 

la valeur générale de K,- étant donnée par la formule 
, _F(x) + r-' F(rx) + /•*-'F(r^x) +...-f- p(/•'«- 

dans laquelle x désigne une valeur particulière de x, et r Fur 
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cines primitives de l’unité du degré m. Quant aux valeurs particu¬ 
lières de F(a?) représentées par 

F(x), F(/-x), F(/-'«-'x), 

on pourra aisément les déduire de la formule (T3) jointe à la for¬ 
mule ( 2 ). 

Nous avons, dans ce qui précède, supposé la valeur de m positive. 
Si l’on supposait au contraire jn négatif, alors, pour satisfaire aux 
conditions prescrites, on serait obligé de multiplier le second membre 
de la formule (i i) par l’expression 

(— SC a; 

et par conséquent de substituer à cette formule la suivante 

__ / ? ( /? -t - 1 I 

(iS) 


Alors aussi la fonction F(a7), devant s’évanouir pour des valeurs 
nulle ou infinies de x, se réduirait nécessairement ;i zéro, et à la 
place de l’équation (i4) on obtiendrait la formule 


(19) 




r___V (_ 

[{l -i- az) {l 6 Z) ...] 


Qn 


_ ''' * ‘ 
Z — 


qui s’accorde avec les résultats obtenus par M. Jacobi dans le cas par¬ 
ticulier où /(x) se réduit à l’inverse d’une seule factorielle. 

Enfin, si l’on supposait m = o, on verrait la formule (3) se réduire 
à des équations que j’ai déjà obtenues, dans un précédent Mémoire 
(Comptes rendus, tome XVII, pages 85 et 86), et qui renferment, 
comme cas particuliers, les formules données par M. Jacobi pour la 
décomposition des fonctions elliptiques ou de leurs puissances en 
fractions rationnelles. 



237. 


Calcl'L ixfixitésimal. — Mémoire sur la lliéorie analytique des 
maximorum et des minima minimorum. Application de cett 
au calcul des limites et à VAstronomie. 

G. R., T. XVII, p. i 2 i 5 ( 9.7 novembre iS43). 

Pour déterminer, à l’aide du calcul des limites, les erreurs 
commet quand on arrête, après un certain nombre de teri 
séries ordonnées suivant les puissances entières et ascenda 
même suivant les puissances entières, positives, nulle et 1 
d’une seule variable, il est utile de calculer les plus grandei 
que puissent acquérir les modules de certaines fonctions co 
dants à des valeurs données des modules des variables, ou 
peut appeler les maxima maximorum et les minima minùm 
modules de ces mêmes fonctions. On y parvient, dans u 
nombre de cas, à l’aide des considérations que je vais expose; 

D’après les principes du Calcul différentiel, les maxima el 
d’une fonction d’une ou de plusieurs variables, qui reste coni 
moins entre certaines limites, correspondent généralement 
l’on sait, aux valeurs des variables qui, étant comprises ( 
limites, réduisent à zéro les dérivées du premier ordre de la 
Concevons, pour fixer les idées, que la fonction donnée dépen 
seule variable x. L’équation de condition qu’on obtiendra e 
à zéro la fonction dérivée du premier ordre admettra géné 
plusieurs racines correspondantes à plusieurs maxima ou 
D’ailleurs il arrivera souvent que la fonction donnée renfermi 
la variable x, un ou plusieurs paramètres, et qu’il sera faci 
gner, pour une valeur donnée de l’un de ces paramètres, le pl 
de tous les maxima ou le plus petit de tous les minima, c’est 
maximum maximorum ou le minimum minimorum. Si maint 
altère, par degrés insensibles, la valeur attribuée au paramèt 


4 # 


1 


s’agit, celle des racines de l’équation de condition qui co.rrespondait 
an maximum maximoi'um continuera certainement de lui corres- 
poiuli'o, jusqu’au moment où un autre maximum lui deviendra équi¬ 
valent. En partant de ce principe, qui peut être facilement étendu au 
cas O il la lonction donnée renferme un nombre quelconque de va- 
riabb's et de paramètres, on déterminera facilement, dans un grand 
nombre de problèmes, les rnaxima maximonim des fonctions d’une ou 
de plusieurs variables. On pourrait encore évidemment déterminer de 
la même manière les minima minimomm. 

En opérant comme je viens de le dire, on arrive à la détermination 
des (‘rreurs que l’on commet quand on développe la fonction pertur¬ 
batrice. relative à deux planètes en une série ordonnée suivant les 
puissances entières des exponentielles trigonométriques qui offrent 
pour arguments les longitudes moyennes de ces deux planètes. C'est, 
an reste, ce que j’expliquerai plus en détail dans d’autres Mémoires, 
oii je pourrai faire voir encore comment les mêmes principes appli- 
([ués au calcul des variations fournissent la solution de problèmes 
([u’on n’avait pu résoudre jusqu’à ce jour. 


Analyse. 

Théorie des maxima maximoruin et des minima minimorum. 

Soit X une variable réelle, et 

u=f{x) 

une fonction réelle de x, qui demeure continue avec sa dérivée f'( x), 
du moins entre certaines limites. Les valeurs de x qui, étant com¬ 
prises entre ces limites, correspondront aux valeurs maxima et mi¬ 
nima de la fonction a, seront, comme on le sait depuis longtemps, 
celles qui vérifieront l’équation 

f'{x) — o 

ou, ce qui revient au même, l’équation 


(1) 


Da: U — O. 
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On sait encore que les caractères qui servent à distinguer les 
des minima se déduisent de la considération des dérivées di 
ordre supérieur au premier, et qu’en particulier une racir 
de l’équation (i) fournit un maximum ou un minimum de i 
que la valeur de correspondante à cette racine, est une 
négative ou positive. 

Dans certaines questions, et particulièrement dans celle 
rattachent au calcul des limites, il importe de déterminer, 
tous les maxima ou minima d’une fonction donnée, mais seul 
plus grand de tous les maxima ou le plus petit de tous les 
c’est-à-dire, en d’autres termes, le maximum maximorum ou 
mum minimorum. On peut y parvenir, dans un grand nombre 
l’aide des considérations suivantes. 

Concevons que la fonction u renferme avec la variable a 
tain paramètre a. Il arrivera souvent que, pour une valeur 
lière de ce paramètre, il sera facile de rcconnaitre quelle est 
racines de l’équation (i) qui fournit un maximum maximor 
Soient x cette racine et u la valeur correspondante de la fonc 
le maximum maximorum de cette fonction. Si l’on pose 

on aura 

(■?.) ii=/(x), 

X étant racine de l’équation 

(3) /(x) = o. 

Concevons maintenant que le paramètre a, contenu dans 
tion u, vienne à vaiûer, par degrés insensibles. La racine x c 
tion (3) qui correspond au maximum maximorum do la f( 
variera elle-même en général par degrés insensibles, jusqu’à 


de 1 équation (3), par-conséquent jusqu’à l’instant où l’équation en u, 
produite par l’élimination de x entre les formules 

‘i) //“O, 

a(‘qiH‘iTa des racines égales. Soit 

(à) ürzzo 

e.eüu équalion en u. Parmi les valeurs de u qui représenteront des 
racines égales de l’équation (5), se trouveront comprises celles qui 
(‘orrespondront à des racines égales de l’équation (r), c’est-à-dire ii 
des valeurs de .r pour lesquelles se vérifieront simultanément l’équa- 
(ion (i) et la suivante 

((>) Dluzzzo. 

Observons d’ailleurs que des raisonnements semblables à ceux dont 
nous avons fait usage nous auraient encore conduit aux équations ( o) 
(‘t ( () ), s’il eût été question de fixer, non plus le inaximam maxirno- 
nun. mais le minimum minimoriim de la fonction u. Cela posé, on peut 
évidemuKuit énoncer la proposition suivante : 

TuKOiiKMK 1. — Süienl œ une t^ariable réelle, et 

une fonciion de .r, qui demeure continue, du moins pour des v^aleurs de x 
renfermées entre certaines limites. Soit, de plus, x une racine de réqua¬ 
tion 

I)^ Il O, 

qui, étant comprise entre ces limites, fournisse le maximum maximorum 
ou le minimum minimoriim de u, pour une vcdeur particulière d’un 
paramètre a contenu dans la fonction u. Si ce paramètre vient à varier, 
la racine x continuera de correspondre au maximum maximorum ou au 
minimum minimorum de la fonction u, jusqu au moment où le par a- 
mètre a deviendra tel que Véquation 
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On sait encore que les caractères qui servent à distinguer les 
des Tïiinima se déduisent de la considération des dérivées de 
ordre supérieur au premier, et qu’en particulier une racine 
de l’équation (i) fournit un maximum ou un minimum de u, 
que la valeur de correspondante à cette racine, est une ( 
négative ou positive. 

Dans certaines questions, et particulièrement dans celles 
rattachent au calcul des limites, il importe de déterminer, 
tous les maxima ou minima d’une fonction donnée, mais seule 
plus grand de tous les maxima ou le plus petit de tous les i 
c’est-à-dire, en d’autres termes, le maximum maximorum ou 
mum minimorum. On peut y parvenir, dans un grand nombre ( 
l’aide des considérations suivantes. 

Concevons que la fonction u renferme avec la variable x 
tain paramètre a. Il arrivera souvent que, pour une valeur 
libre de ce paramètre, il sera facile de reconnaître quelle est c 
racines de l’équation (i) qui fournit un maximum maxirnoru 
Soient x cette racine et u la valeur correspondante de la fonct 
le maximum maximorum de cette fonction. Si l’on pose 

Da:« =/'(>), 

on aura 

i' = /(x), 

X étant racine de l’équation 

(3) /'(x) = o. 

Concevons maintenant que le paramètre a, contenu dans 
tion u, vienne à varier, par degrés insensibles. La racine x de 
tion (3) qui correspond au maximum maximorum de la foi 
variera elle-même en général par degrés insensibles, jusqu’à 






(1«‘ 1 e({u;Uion (3), par-conséquent jusqu’à l’instant où l’équation en 
produite par l’élimination de x entre les formules 


n, 


(i) 


II—O, Dx« = o, 


aeqiu'rra des racines égales. Soit 


(Ô) 


U = o 


eel((' équation en a. Parmi les valeurs de u qui représenteront des 
raeiiK's égales de l’équation (5), se trouveront comprises celles qui 
eoria'spondront à des racines égales de l’équation (i), c’est-à-dire à 
des valeurs de a: pour lesquelles se vérifieront simultanément l’équa¬ 
tion (t) et la suivante 

(li) 1)1 «= O. 

Observons d’ailleurs que des raisonnements semblables à ceux dont 
nous avons fait usage nous auraient encore conduit aux équations ( o) 
('t ((> ), s’il eût été ([uestion de fixer, non plus le maximum maxirno- 
rum, mais le minimum minimorurn de la fonction u. Cela posé, on peut 
évidemment énoncer la proposition suivante : 

TiiKoiiKME I. — Soienl x une variable réelle, et 

u—f{x) 

une fonction de x, qui demeure continue, du moins pour des valeurs de x 
renfermées entre certaines limites. Soit, de plus, x une racine de Véqua¬ 
tion 

1 ),,. u — O, 

qui, étant comprise entre ces limites, fournisse le maximum maximorum 
ou le minimum minimorurn de u, pour une valeur particulière d'un 
paramètre a. contenu dans la fonction u. Si ce paramètre vient à l'arier. 
la racine Si continuera de correspondre au maximum maximorum ou au 
minimum minimorurn de la fonction u, jusqu’au moment où le para¬ 
mètre a deviendra tel que l’équation 


U = o, 


13*2 
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produite par Vélimination de x entre les formules 

acquière des racines égales, par conséquent des racines pour 
x'érifie la condition 

D„U = o. 

[f ailleurs cette condition sera remplie pour les valeurs de i 
dantes à des valeurs de x qui vérifieront, /ion seulement Véqii 

D^c U O, 

mais encore la suivante : 

D| a— O, 

Ea raisonnant de la même mani(M‘e, on établira géné 
proposition suivante : 

Tukoîikme il — Soient x, y, z, ,., des iKiriahles réelles, et 

•••) 

une fonction réelle de x, y, z, ..., qui demeure continue, di 
des vcdeurs de x, y, z, , renfermées entre certaines limites, 

X, y, Z, ... 

un système de imleiirs de x, y, z, .,, qui, étant comprises enti 
vérifient les équations 

D.^ a ~ O, Dy II “ O, D- a ==0, . , ., 

et qui fournissent le maximum maximorum ou le minimum 
de U, pour certaines valeurs particulières dim ou de plusieurs p 
O, y, ... contenus dans la fonction u. Si ces paramètj'es inenn 
le système des valeurs 

.r=zx, 7 = y, zz=z, 

continuera de correspondre au maximum maximorum ou c 
rninimorum de la fonction u, jusqu au moment ou les pyaran 
dront tels que. V équation 


produite par L élimination des x, y. 


.. entre ta jormuLe 


u—f{x,y, Z, 

et les suivantes 

Da; U =z O, Dy U — O, D3 = O, ..., 

acquière des racines égales, par conséquent des racines pour lesquelles se 
vérifie la condition 

I),Uzz:o. 


jyailleurs cette condition sera remplie pour les valeurs de u coirespon- 
dantes à des valeurs de x, y, z, ... qui vérifieront, non seulement les for¬ 
mules 

U — O, Dy U “ O, D- u~ O, ..., 

mais encore la suimnte 

i’ — Oy 

V désignant la fonction alternée que Von forme a^xc les termes renfermés 
dans le Tableau 

D^. Dy U y 

I)a;D= U, 


D;t.Dy^/, D^D^î^/, 

Df/y DyD-i/, 
DyD-//, D| 


en sorte quon ait, par exemple, quand les variables x, y, z, ... se 
réduisent à deux, 

V HZ D U Dj. U — (D^Dy n)-. 
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Analyse mathématique. — Mémoire sur les modules des séries. 

(]. R., T. XVII, p. ia2o (27 novembre i843). 

Dans mon Analyse algébrique publiée en 1821 ('), je ne me suis pus 
contenté d’observer que les séries convergentes sont les seules qui 


(') GEmres de Cauchy, S. II, T. III. 






puissent être sommées, j’ai de plus établi des théorème 
relatifs à la convergence des séries qui se prolongent in 
dans un seul sens. L’énoncé de ces théorèmes, et de quek 
relatifs aux séries qui se prolongent indéfiniment dans 
opposés, deviendra beaucoup plus simple, si l’on a re 
considération de certaines quantités que j’appellerai les / 
séries. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

(Considérons d’abord une série qui se prolonge indéfin 
un seul sens, et désignons par une même lettre u, suce 
affectée des indices 

Oj I y Oj • • • ^ /I J ... y 

les divers termes de cette série. Le terme général, représe 
aura pour module une certaine quantité positive p^, et la rae 
cette quantité convergera, pour des valeurs croissantes du 
vers une ou plusieurs limites. Or la plus grande de ces lim 
(jue j’appellerai le modale de la série. Cela posé, on dédiiii 
cipes établis dans l’Analyse algébrique la proposition suiva 

Tiiéoufaie I. — Une série qui se prolonge indéfiniinenl dt 
sens es! convergente quand son module reste inférieur à l’uni 
genle quand ce module devient supérieur à Vunité. 

Considérons maintenant une série qui se prolonge ii 
dans les deux sens, et désignons scs divers termes par 
hdtre u successivement affectée, d’une part, des indic 
positifs 

O, 1, 2, Ô, • • • î fl’) • • ' î 

d’autre part, des indices négatifs 

1, 2, O, . • • , /l, .... 

Les deux termes généraux offriront ordinairement de 
différents p„, p_„, et les deux quantités positives vers Icsque 
geront, pour des valeurs croissantes de n, les plus grandes 


racines ue ces luouuies soni ce que nous appeueruns les aeu.r 

modules de la série en question. Cela posé, comme cette série pourrai! 
être censée résulter de la réunion de deux autres dont chacune se pro¬ 
longerait indéfiniment dans un seul sens, il est clair que le théorème 
ci-dessus énoncé entraînera encore le suivant : 

Tukouèjie II. — Une série qui se prolonge indéfiniment dans les deux 
sens est convergente quand ses deux modules sont infiérieurs à V unité, et 
divergente quand un de ces modules devient supérieur à Vunité. 

Considérons maintenant deux séries dont les termes soient repré¬ 
sentés par deux lettres distinctes u, v, chacune de ces lettres étant 
successivement affectée de tous les indices entiers positifs, nul et 
négatifs. Les produits que l’on formera, en multipliant les divers 
termes de la première série par les divers termes de la seconde, pour¬ 
ront être groupés entre eux de manière que chaque groupe renfernu' 
tous les produits dans lesquels les indices des deux lettres u, v otfren! 
une somme donnée n ou — n. De plus, on pourra imaginer une nou¬ 
velle série dont le terme général sera la somme des produits corres¬ 
pondants à un même groupe. Cela posé, aux propositions déjà énon¬ 
cées se joindront de nouveaux théorèmes relatifs à la nouvelle série. 
On reconnaîtra, par exemple, que les modules de la nouvelle série nv 
peuvent surpasser les modules des séries données, et qu’en consé¬ 
quence la nouvelle série sera convergente si chacune des séries don¬ 
nées a pour modules des nombres inférieurs à l’unité. 

Dans le cas où l’on considère une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières et ascendantes d’une certaine variable x, le premier 
des théorèmes précédemment énoncés fournit une limite supérieure 
que le module de la variable x ne peut dépasser, sans que la série cesse 
d’être convergente. Mais, d’après un autre théorème que j’ai démontré 
dans les Exercices d’Analyse, si la série représente le développement 
d’une fonction donnée, cette série restera convergente tant que le 
module de la variable sera inférieur au plus petit de ceux pour les¬ 
quels la fonction et sa dérivée restent continues. On doit donc pré- 


suinerque, dans un grand nomnre de cas, ce pJus petit'moduie sera 
précisément celui qui réduirait à l’unité le module de la série. Or, 
sans donner de ce théorème une démonstration générale, on peut du 
moins le démontrer dans une infinité de cas, et spécialement lorsque 
la fonction proposée, au moment où elle devient discontinue, peut être 
considérée comme le produit d’une autre fonction qui reste continue 
par une puissance fractionnaire ou négative d’un binôme linéaire qui 
devient alors nul ou infini. Les mêmes remarques peuvent être éten¬ 
dues au cas où la fonction proposée dépend de plusieurs variables, 
ainsi qu’au cas où le développement renferme à la fois des puissances 
positives et des puissances négatives, mais entières, des variables dont 
il s’agit. 

(les considérations fournissent le moyen de trouver, en Astronomie, 
les modules de séries qui représentent les développements des fonc- 
lions perturbatrices, et d’établir les règles de convergence de ces 
mêmes séries, ainsi que je me propose de l’expliquer dans un autre 
article. 
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.Mécanique. — Rapport sur divers Mémoires de M. dk Saint-Venant 
relatifs à la Mécanique rationnelle et à la Mécanique appliquée. 

C. R., T. XVII, p. (27 novembre i8.(3). 


L’Académie nous a chargés, MM. Poncelet, Piobert, Lamé et moi, 
de lui rendre compte de plusieurs Mémoires de M. de Saint-Venant qui 
ont pour but le perfectionnement de la Mécanique rationnelle et de la 
Mécanique appliquée. 

De ces Mémoires, les deux premiers ont pour objet le calcul de la 
résistance et de la flexion des pièces solides à simple ou à double cour¬ 
bure quand on prend simultanément en considération les divers efforts 
auxquels elles peuvent être soumises dans tous les sens. 

tics deux premiers Mémoires nous ont paru atteindre complètement 



.V ..U. 1 aulvui » CUUL propose, et répandre un nouveau jour sur 

les diverses questions qui se rattachent à la Mécanique moléculaire, 
idauteur ne s’est pas contenté d’appliquer à leur solution les méthodes 
([lie pi'ut fournir le (..aïeul différentiel et intégral, en ayant égard, dans 
cliaque cas, aux diverses données que comporte le problème : il s’est 
encore attaché à représenter les solutions par des formules qui puissent 
(Hre d’un usage facile dans la pratique, et à donner une interprétation 
g(‘ométrique des diverses quantités qui entrent dans les formules. Pré¬ 
sentons à ce sujet quelques exemples. 

|j un d(' nous avait remarqué depuis longtemps que, dans un corps 
solide dilat(‘, la dilatation, mesurée sur une droite passant par un 
point, n’est pas la même en tous sens, et déterminé les lois suivant 
l((squ(dl(‘s cett(‘ dilatation, appelée par lui linéaire, variait avec la 
direction de la droite. A cette considération des dilatations linéaires, 
•M. de Saint-Venant a joint celle des glissements qui s’exécutent 
lorsque, deux sections, comprises dans des plans parallèles, se dé- 
[ilaeent rune. par rapport à l’autre, et du gauchissement que présente, 
après le changement de. forme d’une pièce, une section transversale 
faite [lar un plan perpendiculaire à l’axe de la pièce. 

Dans le calcul de la résistance qu’une pièce à double courbure 
oppose à la torsion et à la flexion, les géomètres s’étaient unique- 
incnt occupés de. la variation du rayon de courbure et des angles qui' 
les plans osculateurs forment entre eux. M. de Saint-Venant a com¬ 
plété sur ce point l’analyse dont on avait fait usage, et il a tenu compte 
de la rotation du rayon de courbure autour de l’axe de la pièce. 

Ou doit remarquer encore les formules que M. de Saint-Venant a 
obtenues dans son dernier Mémoire, et qui sont relatives à la torsion 
du prisme à base losange. 

Les perfectionnements que les formules de M. de Saint-Venant ont 
apportés à la Mécanique pratique, ainsi qu’à la Mécanique rationnelle, 
ont été tellement sentis, que plusieurs d’entre elles sont déjà passées 
dans l’enseignement et ont été données, en particulier, dans le Cours 
fait par notre confrère M. Poncelet à la Faculté des Sciences. 
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i-aissent justifier pleinement de la réputation que cet habile 
qui a toujours occupé les premiers rangs dans les promotioi 
Polytechnique, s’est acquise depuis longtemps. Nous les c 
dignes d’être approuvés par l’Académie et d’être insérés dar 
des Mémoires des Savants étrangers. 


m. 

Sciences physiques et mathématiques. — Rapport sur les méthc 
servi au développement des facultés intellectuelles d’un jt 
muet, et sur les moyens par lesquels il est parvenu, non .■ 
un degré d'instruction élevé, mais encore à une connu 
étendue des Sciences physiques et mathématiques. 

C. R., T. XVII, p. 1270 (i.I décembre i 843 ). 


L’Académie se souvient encore que, en novembre 1840, 1 
devant elle un jeune pâtre des environs de Tours, qui, 
d’abord à lui-même, était parvenu à exécuter de tête, avec 1 
facilité, des calculs même très compliqués. Qu’est devenu 
merveilleux? Ce que les journaux nous en ont appris ne p; 
propre à nous faire espérer la réalisation des vœux que n 
formés pour lui. Nous croyons que la retraite et l’étude c 
beaucoup plus favorables au développement des facultés 
intellectuelles de cet enfant, au perfectionnement de son é( 
de son instruction, qu’une vie errante, qui peut procure 
profits à lui et à son maître, mais le détourne des travaux ; 
exaltant, par une mise en scène continuelle, l’amour-prop 
fant sans utilité réelle. Quoi qu’il en soit, nous avons auj 
entretenir l’Académie, non plus d’espérances conçues, m 
rances réalisées. L’Académie nous a chargés, MM. Flourens, 


. . V..V .... IL .IUIU ues moyens par lesquels un jeune sourd- 

Iiuiol, M. Paul de\ igan, élevé à Caen parM. l’abbé Jamet, est parvenu, 
non seulement a un degré d instruction élevé, mais encore à une con¬ 
naissance très étendue des Sciences physiques et mathématiques. La 
solidité, la valeur des connaissances effectivement acquises par ce 
jeune sourd-muet, a quelque chose de vraiment extraordinaire. Il sait 
l’Arithmétique, l’Algèbre, la Géométrie, les deux Trigonométries, la 
Mécanique, la Physique, la Chimie, la Botanique. Nous l’avons inter¬ 
rogé, et il a partaitemont répondu aux questions que nous lui avons 
faites sur les diverses branches des Sciences mathématiques, sur l’Ana¬ 
lyse algébrique, sur le Calcul différentiel, sur le Calcul intégral. Il m* 
s’est pas borné à étudier les théories, il a voulu encore les appliquer. Il 
a fabriqué lui-mèrne un grand nombre d’instruments de Physique, un 
cadran solaire, une machine électrique. Il a fait usage du daguerréo¬ 
type et de la galvanoplastie. Il s’est servi des procédés nouveaux pour 
argenter, pour dorer des médailles, et le plus souvent, pour réaliser 
ces»applications diverses des Sciences physiques et mathématiques, il 
lui sullit de lire les simples Notices, ordinairement très imparfaites, 
dans hisquelles on en parle, et de les étudier tout seul. Nous lui avons 
ilemandé de vouloir bien lui-même nous rendre compte des movens 
par lesquels il avait acquis toutes ces connaissances, et nous croyons 
intéresser rx\cadémie en reproduisant quelques fragments d’un histo¬ 
rique très remarquable qu’il nous a donné. 

« .le crois utile, dit M. Paul de Vigan dans cet historique, de faire 
connaitre l’inconvénient des pantomimes dont les sourds-muets se 
servent irrésistiblement pour causer entre eux. Elles les empêchent 
de bien ap|)rendre la langue française, et aussi de sentir l’utilité de la 
lecture, ce qui fait qu’ils se trouvent souvent fort embarrassés quand 
il faut parler par écriture à ceux qui ne connaissent pas les signes ni 
les pantomimes, et qu’ils se hasardent à écrire des phrases ou des 
mots de la signification desquels ils ne sont pas sûrs, ou une suite de 
mots qui ne présente aucun sens ou qui n’est pas française. Comme il 
y a ordinairement dans les écoles beaucoup de sourds-muets de famille 
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pauvre ou peu aisée, qui ne peuvent pas y rester assez loni 
devenir bien instruits, l’éducation des sourds-muets de fa 
qui sont en très petit nombre, se ti’ouvc quelquefois inter 
suite d’un changement opéré parmi leurs camarades, de 
sont obligés de revenir à ce qu’ils ont déjà vu, et que par là 
peu leurs études. J’ai éprouvé tous les inconvénients dont 
[larler. On ne sera plus étonné que j’aie été assez longtei 
struire. Il est vrai que, quoique médiocrement instruit, 
jours regardé comme le plus fort de ma classe, et que j’ai 
le premier dans les compositions. Depuis 1822 jusqu’à 1 8i 
d’une manière très imparfaite et un peu vague. En i 83 
Jamet commença à me donner des leçons d’articulation ' 
En 1834 il m’enseigna l’espagnol, dans le mémo temps qi 
un de ses neveux de m’apprendre les premières notions c 
et de la Géométrie élémentaire. Quand je fus arrivé aux é- 
second degré et au quatrième Livre de la Géomèirie de L 
neveu me dit que je ne pourrais jamais aller au delà. Mais 
prédiction ne me découragea point du tout; car ces parties 
matiques avaient déjà quelque chose d’attrayant pour moi, 
les connusse encore très peu. Je revis de temps en temps 
de l’Algèbre que j’avais déjà vues, pour m’en bien pénét 
pouvoir aller plus loin. » 

L’Académie vient de voir comment M. Paul de Vigan 
1 étude des Sciences mathématiques. Je vais maintenant ci 
ment relatif à ses études botaniques. 

« Au commencement de l’année i 834 , cédant au désir 
de savoir trouver moi-même, et à l’aide d’un livre, le nom 
que je rencontrerais, j’achetai, nous dit le jeune sourd 
Botanique méthodique de Dubois (directeur du Jardin c 
d Orléans). Au mois de mars, je commençai à analyser 
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pas. Bientôt je me mis h herboriser dans les envii’ons de Caen, les 
jours de promenade des sourds-muets. Pendant deux ans, j’allai |)ar 
degrés, des grandes fleurs aux plus petites, jusqu’aux plantes crypto¬ 
games. Dans l’hiver do i 83 o, j’essayai d’analyser des mousses, des 
lichens et des champignons, et je réussis à trouver les noms d’un 
petit nombre, tant les plantes cryptogames sont difficiles à distingiu'r 
dans la même famille. « 

Aux fragments qu’on vient de lire nous joindrons ici les répons('s 
que M. Paul de Vigan a faites instantanément à quelques questions, et 
qui paraissent devoir intéresser l’Académie. 

Première question. — Vous formez-vous une idée de ce que peuvent 
être les sons? 

Réponse. — Après avoir vu l’élasticité du gaz en Physique, je n’ai 
pas eu de peine à me former une idée du son. Le son ou le bruit n’est 
autre chose qu’une vibration de l’air qui, engendrée par un choc ou 
par toute autre cause, se propage de tous côtés, et qui heurte en che¬ 
min contre le tympan de l’oreille, ce qui fait naître une sensation plus 
ou moins agréable. 

La sirène m’a donné quelque idée sur la différence qui existe (Mitre 
l’acuité et la gravité du son. La succession des vibrations de l’air est 
plus rapide pour les sons aigus que pour les sons graves. 

Par exemple, mille vibrations par seconde donnent naissance à un 
son aigu et quatre-vingts à un son grave. 

Deuxième question. — Vous formez-vous une idée de la différeiKM' 
qui existe entre le bruit et le son? 

Réponse. — Le bruit est une suite de vibrations si irrégulières, qu’on 
ne peut pas savoir si c’est un son aigu ou un son grave. Il n’en est pas 
de même du son proprement dit. 

Troisième question. — A quels signes se rattachent, dans votre mé¬ 
moire, les théorèmes de Géométrie? Est-ce aux figures ou aux paroles 



rive quelquefois de réussir à répondre en traçant une hgu 
autre, suivant que j’y vois ce qui pourrait servir à ma ré 
pourrait comparer les figures aux instruments de Pliysiqui 
duisent plus d’impression sur la mémoire que les énoncés 
cipes. Cependant les figures seules ne suffisent pas toiijo 
qu’une même figure donne souvent lieu à l’énoncé de plusi 
rémes. 

Quatrième question. — Concevez-vous comment les son 
servir à distinguer les divers mots les uns des autres? 

Réponse. — Chaque syllabe a un son particulier; eliar 
autant de sons particuliers qu’il contient de syllabes. Tl me 
dent que l’on peut distinguer les mots les uns des autres [>a 
rents sons, simples ou composés, qui leur correspondent. 

Cinquième question. — En quoi consiste, à votre avis, la 
des sons qui servent à distinguer les syllabes les unes d 
Cette différence dépend-elle de. la gravité ou de l’acuité du s 

Réponse. — Quand je disais que chaque syllabe a un sc 
lier, j entendais que les sons des syllabes étaient engendré! 
rents efforts du poumon combinés avec les mouvements de 
de la langue, des dents et du nez. 

Sixième question. — La parole a-t-elle été inventée par f 
révélée à l’homme? 

Réponse. — Je ne crois pas que l’homme ait inventé la 
faut que ce soit Dieu qui la lui ait révélée, pour qu’il pùt 
quer ses pensées à ses semblables. Mais c’est bien l’boi 
inventé l’écriture, parce qu’il avait besoin de transmctti'c 
la postérité. Il a dû commencer par l’écriture hiéroglypbiqu 

Septième question. - l^tes-vous bien sûr que l’écriture n 
aussi révélée à l’homme? 

Réponse. — On ne connaît aucune écriture qui date dos 
précèdent le déluge. Je crois qu’on peut en conclure que 
quelle qu’elle soit, n’était pas connue avant cette terrible i 
J a\oue que ce n est pas une conclusion rigoureuse. 


ucb «^uiuiiussairus puiiseni que m. ±"aui ae vigan mente sous tous 
les rapports l’intérêt de l’Académie, intérêt qu’elle se plaît surtout à 
accorder aux études scientifiques accomplies dans des conditions si 
dilftciles. fin conséquence, les Commissaires émettent le vœu qu’il 
soit possible de fournir à M. Paul de Vigan les moyens de développer 
de plus en plus et d’employer utilement les rares facultés dont il est 
doué. 


m. 

Analysiî M.VTiiÉMATiQUE. — Sur la convergence d’une série. 

C. R-, T. XVIII, p. (3 (8 janvier i84t). 

M. Caucliy présente à l’Académie un Mémoire sur la convergence de 
la série qui exprime la fonction perturbatrice développée suivant les 
sinus et cosinus des multiples des longitudes moyennes des planètes 
que l’on considère. 


m. 

TiiÉoiviE DES NOMBRES. — Rapport sur divcrs Mémoires de Hocuv, 
géomètre en chef du cadastre, etc. 

C. R., T. XVIII, p. 84 (i5 janvier i844)- 

L’Académic nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre 
compte de divers Mémoires de M. Houry, qui tous ont pour objet ce 
qu’il appelle des expériences sur les nombres. Dans ces divers Mémoires, 
l’auteur, après avoir résolu numériquement certains problèmes d’A- 
rithmétique ou même d’Analyse indéterminée, se trouve conduit, par 
l’examen des solutions obtenues, à l’énoncé de théorèmes qu il pré¬ 
sente en conséquence, sinon comme rigoureusement démontrés, du 
moins comme constatés par l’expérience entre certaines limites. Plu- 
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sieurs de ces théorèmes sont relatifs au nombre des chiffre 
ferme la période d’une fraction ordinaire convertie en frac 
dique dans un système quelconque de numération. L’auteur 
eu particulier le cas où la fraction ordinaire a pour n 
runilé et pour dénominateur un nombre premier. On sait 
cette hypothèse, la détermination du nombre des chiffres do 
se réduit à la détermination de l’indice correspondant à 1 
système de numération et à la recherche du quotient qu’( 
quand on divise le nombre entier immédiatement inférieur j 
premier donné par le plus grand commun diviseur de ce nom 
et de l’indice. Cela posé, il est clair que la démonstration d’u 
partie des théorèmes exposés par M. Houry se déduira de 1 
ration des racines primitives correspondantes aux nombres 
et des indices relatifs à ces racines. On reconnaîtra ainsi, par 
que, n étant un nombre premier, le nombre des chiffres de 

que renfermera le développement de ^ en fraction périod 
dans tout système de numération, un diviseur / de n — i et 
on trouvera autant de systèmes de numération propres à for 
cun unepériode composée de/chiffres, qu’il y aura de nombr 
inférieurs à / et premiers à /. On en conclura aisément que, 
valeurs de l correspondantes aux divers systèmes de numérati 
qui se représenteront un plus grand nombre de fois seront 1 

/t — I et si est un nombre impair, et la seule val 

dans le cas contraire; ce qui s’accorde encore avec une de; 
fions faites par M. Houry. 

En résumé, les Commissaires proposent à l’Académie de . 
-M. Houry de l’envoi des Mémoires soumis à leur examen, ces 
(dant propres à fournir des documents qui peuvent être i: 
personnes dont les travaux ont pour objet la théorie des n^ 
la solution des problèmes d’Analyse indéterminée. 
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Axaia-se mathématique. — Mémoire sur les fonctions continues. 

C. 1 \., T. XVllI, p. ii6 (aa janvier 1844). 

Dans les Ouvrages d’Euler et de Lagrange, une fonction est appelée 
continue ou discontinue, suivant que les diverses valeurs de cette fonc- 
lion, correspondantes a diverses valeurs de la variable, sont ou no 
sont pas assujetlics à une même loi, sont ou ne sont pas fournies par 
une seule et même équation. C’est en ces termes que la continuité des 
fonctions se trouvait définie par ces illustres géomètres, lorsqu’ils 
(lisaient que « les fonctions arbitraires, introduites par l’intégration 
des équations aux dérivées partielles, peuvent être des fonctions con- 
linues ou discontinues. « Toutefois, la définition que nous venons de 
rappeler est loin d’offrir une précision mathématique; car, si les diverses 
valeurs d’une fonction, correspondantes aux diverses v’aleurs d’une 
variable, dépendent de deux ou de plusieurs équations distinctes, rien 
n’empôcliera de diminuer le nombre de ces équations et même de les 
remplacer par une équation unique, dont la décomposition fournirait 
(oiites les autres. 11 y a plus : les lois analytiques auxquelles les fonc¬ 
tions peuvent être assujetties se trouvent généralement exprimées par 
des formules algébriques ou transcendantes, et il peut arriver que 
diverses formules représentent, pour certaines valeurs d’une va¬ 
riable X, la même fonction; puis, pour d’autres valeurs de x, des 
fonctions diflerentes. Par suite, si l’on considère la définition d’Euler 
et de Lagrange comme applicable à toutes espèces de fonctions, soit 
algébriques, soit transcendantes, un simple changement de notation 
suffira souvent pour transformer une fonction continue en fonction 
discontinue, et réciproquement. Ainsi, par exemple, x désignant une 
variable réelle, une fonction qui se réduirait, tantôt à -i-æ^, tantôt à 
— X, suivant que la variable x serait positive ou négative, devra, pour 
ce motif, être rangée dans la classe des fonctions discontinues, et 

OFAivresdeC _S.I,t.VUI. '9 


cependant la même fonction pourra être regardée comme 
quand on la représente par l’intégrale définie 


ou même par le radical 


2 r” x^-dt 

r.J, 




qui est la valeur particulière de la fonction continue 

sjx - -H 


correspondante à une valeur nulle de t. Ainsi, le caractèi 
imité dans les fonctions, envisagé sous le point de vue aiu 
d’abord arrêtés les géomètres, est un caractère vague et ir 
Mais l’indétermination cessera si à la définition d’Euler o 
celle que j’ai donnée dans le Chapitre II de \Analyse alg, 
Suivant la nouvelle définition, une fonction de la variable r 
continue entre deux limites a et Z» de cette variable, si, entre 
la fonction acquiert constamment une valeur unique et fii 
sorte qu’un accroissement infiniment petit de la variabi 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction 
Alors, si la variable est prise pour abscisse, la fonction sup] 
sera l’ordonnée d’une branche de courbe continue, com 
deux droites perpendiculaires à l’axe des abscisses, et rei 
un seul point par chacune des droites parallèles que !’( 
tracer entre les deux premières. La continuité des foiu 
définie est d’ailleurs un caractère dont l’importance se tro 
d’hui généralement appréciée par les géomètres. C’est en tei 
des solutions ou interruptions observées dans cette espèi 
nuité que je suis parvenu à déterminer, pour les éque 
briques, le nombre des racines qui satisfont à des conditioi 
par exemple le nombre des racines dont le module demei 
entre deux limites données, et c’est encore cette espèce di 


(') CEuvres de Cauchy, S. II, T. III. 


qui forme, comme je l’ai démontré, le caractère distinctif des fonc¬ 
tions développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances entières et ascendantes d’une ou de plusieurs variables. 

Enfin, de l’analyse dont j’ai fait usage pour établir le théorème 
relatif à la convergence des développements des fonctions, on peut 
aisément déduire l’extension donnée par M. Laurent à ce théorème, 
et l’on reconnaît ainsi que la continuité est encore le caractère dis¬ 
tinctif des fonctions développables en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières, positives et négatives des variables. Comme cette der¬ 
nière proposition peut recevoir un grand nombre d’applications utiles, 
il importe de la bien préciser et d’entrer à ce sujet dans quelques 
détails. 

Considérons une variable imaginaire x. Elle sera le produit de son 
module par une certaine exponentielle trigonométrique; et, pour 
obtenir toutes les valeurs de la variable correspondantes à un module 
donné, il suffira de faire croître l’argument de cette variable, c’est- 
à-dire l’argument de l’exponentielle trigonométrique, depuis la limite 
zéro jusqu’à une circonférence entière i-, ou, ce qui revient au 
même, depuis la limite — - jusqu’à la limite -. Si, tandis que l’argu¬ 
ment varie entre ces limites et le module entre deux limites données, 
une fonction réelle ou imaginaire de x reste continue par rapport à 
l’argument et au module, de manière à reprendre la même valeur 
quand l’argument passe de la valeur — t: à la valeur -h cette fonc¬ 
tion sera, entre les limites assignées au module, ce que nous appelons 
une fonction continue de la variable x. Cela posé, le théorème général 
sur le développement en série des fonctions d’une seule variable peut 
être énoncé dans les termes suivants : 

Théorème I. — Une fonction réelle ou imaginaire de la variable x 
sera développable en une série convergente ordonnée, d’un côté, suivant 
les puissances entières positives, d’un autre côté, suivant les puissances 
entières négatives de x, tant que le module de x conservera une valeur 
comprise entre deux limites entre lesquelles la fonction et sa dérivée ne 
cesseront pas d’être continues. 
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Ce théorème entraîne évidemment le suivant : 

Théorème II. — Une fonction réelle ou imaginaire de la 
sera, pour une valeur donnée du module de x, développable t 
ordonnée, d’un côté, suivant les puissances entières positives, 
côté, suivant les puissances entières négatives de la variable, 
voisinage de cette valeur, la fonction et sa dérivée restent coi 
rapport à x. 

Les théorèmes que nous venons de rappeler peuvent être 
tement étendus au développement des fonctions de plu 
riables. 

D’ailleurs ces théorèmes ne sont pas seulement applicabh 
loppement des fonctions explicites d’une variable a?: ils s’i 
encore au développement des fonctions implicites. Mais ah 
sente à résoudre un nouveau problème : il s’agit de recoi 
pour un module donné de Invariable x, une fonction u d 
minée par une équation entre ai et u, reste, avec sa dérivée 
par rapport h x. Or ce nouveau problème peut être effi 
résolu, dans un grand nombre de cas, à l’aide des considér 
vantes. 

Supposons que, le second membre de l’équation entre x 
nul, le premier membre renferme, avec x et u, un ou plusi 
mètres. II arrivera souvent que, pour une valeur particuliî 
de ces paramètres, une racine de l’équation résolue par r 
sera évidemment fonction continue de a?, au moins tant que 
de X restera lui-même compris entre certaines limites, 
maintenant que l’on fasse varier par degrés insensibles le p: 
dont il s’agit, et supposons que le premier membre de l’éqe 
posée reste, du moins entre certaines limites, fonction con 
seulement de nP, riîiirfi ITlPfrP. TYIQIC Oppapd 'Y' ni ri a 7/ TT n 


. M. A i 11 1 V. i 11 1 V.. Ull ptllUlUt^LlU V cU 1 d JJ i (J 10 

11 “ Volume dos Exercices cVAnalyse el de Physique mathématique. 
p. iTi et saiv.)('), on prouvera que la racine en question variera 
généralement avec le paramétre a par degrés insensibles, en restant 
Ibnction continue de a-, jusqu’à l’instant où, de nouvelles racines 
devenant équivalentes à la première, l’équation proposée acqueri-a 
des racines égales. D’ailleurs, on prouvera sans peine qu’avant cet 
instant le développement de u suivant les puissances entières de a- s(‘ 
trouvera représenté par une série dont le module ou les modules 
s(u'ont inférieurs à l’unité, et l’on peut ajouter qu’à cet instant même 
l('s dérivées de u, prises par rapport à x, deviendront généralement 
in(ini(ys à partir d’un certain ordre, ce qui exige alors que le module 
ou l’un des modules du développement de u se réduise à l’unité. Ces 
observations fournissent le moyen de déterminer en général le module 
ou les deux modules de la série qui représente une fonction implicite 
de la variable x, développée suivant les puissances entières et ascen¬ 
dantes, ou meme suivant les puissances entières positives et négatives 
d('. c('tte variable. 

Dans un autre Mémoire j’appliquerai les principes que je viens d’é¬ 
tablir aux séries qui représentent en Astronomie les développements 
des fonctions perturbatrices. 


Analyse, 

§ I. — Formules générales . 

Soit _ 

JC — 

une variable imaginaire dont /• représente le module et 9 l’argument. 
Soit, de plus, _ 

une fonction de x qui reste, avec sa dérivée f'(a;), continue par rap¬ 
port à X, c’est-à-dire par rapport au module r et à 1 argument 9, poui 


(^) OEiivres de Cauchy, S. Il, T. XII. 
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Ce théorème entraîne évidemment le suivant : 

Théorème IL — Une fonction réelle ou imaginaire de la 
sera, pour une valeur donnée du module de x, développable c 
ordonnée, d'un côté, suivant les puissances entières positives, 
côté, suivant les puissances entières négatives de la variable, 
voisinage de cette valeur, la fonction et sa dérivée restent co. 
rapport à x. 

Les théorèmes que nous venons de rappeler peuvent êtri 
tement étendus au développement des fonctions de plu 
riables. 

D’ailleurs ces théorèmes ne sont pas seulement applicabl 
loppement des fonctions explicites d’une variable x : ils s’i 
encore au développement des fonctions implicites. Mais al 
sente à résoudre un nouveau problème : il s’agit de reco 
pour un module donné de Invariable x, une fonction u d 
minée par une équation entre x et u, reste, avec sa dérivée 
par rapport à x. Or ce nouveau problème peut être eff' 
résolu, dans un grand nombre de cas, à l’aide des considér 
vantes. 

Supposons que, le second membre de l’équation entre a 
nul, le premier membre renferme, avec x et u, un ou plus 
mètres. Il arrivera souvent que, pour une valeur particuli' 
de ces paramètres, une racine de l’équation résolue par r 
sera évidemment fonction continue de x, au moins tant que 
de X restera lui-même compris entre certaines limites, 
maintenant que l’on fasse varier par degrés insensibles le p 
dont il s’agit, et supposons que le premier membre de l’éqi 
posée reste, du moins entre certaines limites, fonction con 
seulement de ce naramètre. mais enenrp dp rr. pt dp, u F.r 
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ll‘= Volume des Exercices cVAnalyse et de Physique mathématique, 
p. iri et suiv.)('), on prouvera que la racine en question variera 
généralement avec le paramètre a par degrés insensibles, en restanl 
l'onction continue de x, jusqu’à l’instant où, de nouvelles racines 
devenant équivalentes à la première, l’équation proposée acquerra 
des racines égales. D’ailleurs, on prouvera sans peine qu’avant cet 
instant le développement de u suivant les puissances entières de a- se 
trouvera représenté par une série dont le module ou les modules 
seront inférieurs à l’unité, et l’on peut ajouter qu’à cet instant même 
l(^s dérivées de u, prises par rapport à x, deviendront généralement 
intinies à partir d’uu certain ordre, ce qui exige alors que le module 
ou l’un dos modules du développement de u se réduise à l’unité. Ces 
observations fournissent le moyen de déterminer en général le module 
ou les deux modules de la série qui représente une fonction implicite 
de la variable a-, développée suivant les puissances entières et ascen¬ 
dantes, ou meme suivant les puissances entières positives et négatives 
de cette variable. 

Dans un autre Mémoire j’appliquerai les principes que je viens d’é¬ 
tablir aux séries qui représentent en Astronomie les développements 
des fonctions perturbatrices. 


Analyse, 

§ I. — Formules générales . 

Soit _ 

X — re't'l-'- 

une variable imaginaire dont r représente le module et o 1 argument. 

Soit, de plus, _ 

f(a:) = f(re?V-‘) 

une fonction de ^ qui reste, avec sa dérivée f'(a7), continue par rap¬ 
port à X, c’est-à-dire par rapport au module r et à l’argument o, pour 


(^) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XII. 
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toutes les valeurs du module r inférieures à une limite don 
enfui 

une nouvelle variable imaginaire qui ait pour module la c 
et pour argument l’angle variable p. On aura, on supposant 

puis en posant, pour abréger. 



on tirera de l’équation (i) 

(a) î { x ) = - k -. 

Soit maintenant p le module de la série 

^û> •••? 

(•■’est-à-dire la plus grande des limites vers lesquelles conv 
des valeurs croissantes de n, la racine n'™*® du module de 
dule de la série 

1,3) «0, a ^ x , a .^ x -, ... 

sera évidemment représenté par le produit 

et, comme ce produit exprimera encore les modules des sér 
sées des termes que l’on obtiendra en différentiant une oi 
fois de suite, par rapport à x, les divers termes de la série ( 
d’ailleurs une série est toujours convergente et offre une sc 
tant que son module reste inférieur à l’unité, il est claii 
tonction f(ic) ou scs dérivées deviennent infinies pour la i 
module r de x, le produit pR devra se réduire à l’unité. On 
alors 


et par suite la série ( 3 ) aura pour module Alors aussi, poiuv<; R, 

il sera facile de calculer une limite supérieure au module du reste de 
la série ( 3 ), arrêtée après un nombre quelconque de termes. 

Désignons maintenant par la seule lettre u la fonction ï{x), et sup¬ 
posons que U soit une fonction implicite de x, qui représente une 
racine simple de l’équation 

( 4 ) F(«, æ;) = o. 

Enfin concevons que le premier membre de l’équation ( 4 ) renferme, 
avec les variables x et u, un ou plusieurs paramètres, et que, pour 
une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para¬ 
métre a, la racine simple u de l’équation (4) reste fonction continue 
de X, du moins tant que le module de x ne dépasse pas une certaine 
limite. En raisonnant comme à la page 1 13 du II® Volume des Exercices 
(l’Analyse (*), on prouvera que, si le paramétre a vient à varier, et si, 
tandis qu’il varie, le premier membre de l’équation (4) reste fonction 
continue de x, u et a, la racine simple u restera généralcnient fonction 
continue de x, jusqu’à l’instant où, une seconde racine devenant égale 
à la première, l’équation ( 4 ) acquerra des racines multiples. Soit R la 
valeur du moduler pour laquelle une seconde racine de l’équation (i) 
deviendra égale à u. Il est clair que, pour cette valeur de r, et pour 
une valeur correspondante de l’argument ç de la variable x, on aura 

D„F(i/, x) = O. 


Donc alors aussi la valeur de D^u, tirée de l’équation ( 4 ), et déter¬ 
minée par la formule 

_ D^F(», æ) 


deviendra généralement infinie. Cotte démonstration ne serait plus 
admissible, si la valeur de x qui rend une seconde racine égale à u, 
réduisait D^.F(m, x) à zéro. Mais il est facile de s’assurer qu’en général 
le module R correspondant à cette racine rendrait infinies, à partir 


(1) Œuvres de Cauc/ir, S. U, T. XII. 



(1 un certain ordre, les dérivées 


Da:«, Dlu, l)|w, - 

Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de 1 
représentera la fonction u développée suivant les puissan 
dantes de x sera généralement 


Soit maintenant 


K’ 


f( =z f ( æ; ) 


une fonction de x qui, avec sa dérivée ^'{x), reste finie ( 
par rapport à x, pour des valeurs du module r comprise 
limites 

;■ = r„, /•=!{; 

et posons simultanément 

rfiCP'l-', z = Ke^'l-'. 

1/équation (i)^devra être remplacée par la suivante 


-A f, X • I r rf( y) 7 

(.)) f(-v)=— / - dp -/ dp, 

2t:J _ Z —x ‘ — 

^ —TZ —TT 

et, en posant, pour abréger, 

««=— / —dp, a_„=-h/ y" f(.r)r//;, 

on tirera de l’équation ( 5 ) 


(6) f(a;) = + a,x--\-. . .h- ‘ -|- ^7_2.r-= + .. 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u ropi 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermera 
variables a; et IX, un paramètre a. Si, pour une valeur part 
ce paramètre, ix se réduit elfectivement à une fonction con 
alors, le paramètre venant à varier, u ne cessera pas d’ôt 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 


où, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à h, cette 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par r*, 
U les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite, de la variation 
du paramètre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

ciq, a^JCy ... 

se réduisent généralement aux deux rapports 

>■<, r 
r’ il' 

§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes établis 
dans le § I, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

( ( ) aiA- — ‘2 -h X =: O 

(|ui, pour une valeur nulle du paramètre a, se réduit à 

tiomme le premier meiulîre de l’équation (i) est une fonction toujours 
continue des variables .r, u et du paramètre a, il en résulte que, si ce 
paramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
a restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs 
finies de cette variable. Si, le paramètre a variant encore, son module 
c.roît de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d être. 
|)Our un module donné de la variable x, fonction continue de cette 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, une 
seconde racine u de ré(|uation (i), devenant égale à la première, véri 
fiera, non seulement cette équation, mais encore l’équation dérivée 


a ?/ — I = O ; 


(l un certain ordre, les cierivees 




Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de 1 
représentera la fonction ii développée suivant les puissan 
dantes de x sera généralement 

r 

Ti 


Soit maintenant 


« 1= 


une fonction de x qui, avec sa dérivée f'(-^)’ reste finie ( 
par rapport à x, pour des valeurs du module r comprise 
limites 

/• =: /■„, 7 - = R ; 

('t posons simultanément 

J'—s=:Reev^-‘. 

L’équation (i)^devra être remplacée par la suivante 


(é) 


f(^)=3 





Y - .T 


dp, 


et, en posant, pour abréger, 

««=— / -~àp, «_„=_! / y'>f(,-)r// 7 , 

on tirera de l’équation ( 5 ) 


(6) f(Æ) = «0 + ajO; + æ—‘ H- rt_.,.r-- + . . 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u rcpi 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermera 
variables x et u, un paramètre a. Si, pour une valeur part 
ce paramètre, u se réduit effectivement à une fonction cou 
alors, le paramètre venant à varier, u ne cessera pas d’èt 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 


oii, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à u, celte 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par 
R les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite de la variation 
du paramètre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

se réduisent généralement aux deux rapports 

r 

7’ R‘ 

§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes établis 
dans le § 1, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

(r) au- — ‘lu x = o 

([ui, pour une valeur nulle du paramètre a, se réduit à 

a — -e v. 

Comme le premier membre de l’équation (i) est une fonction toujours 
(iontinue des variables .r, u et du paramètre ce, il en résulte que, si ce 
paramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
u restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs 
finies de cette variable. Si, le paramètre a variant encore, son module 
croit de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d être, 
|)Our un module donné de la variable x, fonction continue de cetl( 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, une 
seîconde racine u de l’éejuation (i), devenant égale à la première, véri¬ 
fiera, non seulement cette équation, mais encore l’équation dérivée 


(l un certain ordre, les denvees 


Dj:«, I)|h, 


Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de 1 
représentera la fonction u développée suivant les puissan 
dantes de ^ sera généralement 


Soit maintenant 


R' 


a — f ( .Z* ) 


une fonction de x qui, avec sa dérivée reste finie i 

par rapport à x, pour des valeurs du module r compriso 
limites 

/• = /•„, /“R ; 

i‘t posons simultanément 


L’équation devra être remplacée par la suivante 



et, en posant, pour abréger, 

on tirera de l’équation ( 3 ) 


( 6 ) î{a;) =aii-\- + a,x--\-... + «_, æ — ' -1- __2... 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u rcpi 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermera 
variables a; et «, un paramèti’e a. Si, pour une valeur pari 
ce paramètre, u se réduit effectivement à une fonction con 
alors, le paramètre venant à varier, u ne cessera pas d’êt 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 



où, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à u, cette 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par i\, 
11 les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite de la variation 
du paramétre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

ÜQ, ayX^ a^x^, ... 

se réduisent généralement aux deux rapports 

'■o '• 

r ’ 

§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes établis 
dans le § 1, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

(I) aiû- — 2 u -f- X z=i O 

qui, pour une valeur nulle du paramètre a, se réduit à 

Comme le premier membre de l’équation (i) est une fonction toujours 
continue des variables x, u et du paramètre a, il en résulte que, si ce 
paramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
u restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs 
finies de cette variable. Si, le paramètre avariant encore, son module 
croît de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d’être, 
pour un module donné de la variable x, fonction continue de cette 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, une 
seconde racine u de l’équation (i), devenant égale à la première, véri¬ 
fiera, non seulement cette équation, mais encore l’équation dérivée 


(2) 


au — I =; O ; 


Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de ] 
représentera la fonction u développée suivant les puissan 
dantcs de x sera généralement 

7- 

R‘ 

Soit maintenant 

U — ({x) 

une fonction de x qui, avec sa dérivée reste finie « 

par rapport à x, pour des valeurs du module r compris( 
limites 

/■ = /•„, /•=R; 

(‘t posons simultanément 

y=roeP^, s = R eP 

L’équation (i)^devra être remplacée par la suivante 


f(x)=— f ^-^dp-— f 

^T.J s — x ‘ un J y — ,r 


et, en posant, pour abréger, 

a„—^f —dp, i y"f(.v)7/y7, 

on tirera de l’équation (5) 

(6) f(a7) r= a,d? + ‘ H- .. 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u rcp 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermer? 
variables a; et Ji, un paramètre a. Si, pour une valeur pan 
ce paramètre, u se réduit effectivement à une fonction con 
alors, le paramètre venant a varier, u ne cessera pas d’êl 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 


oi'i, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à u, cette 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par i\, 
H les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite de la variation 
du paramètre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

aQ, cc.yx’^, ... 

se réduisent généralement aux deux rapports 

Co r 
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§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes établis 
dans le § 1, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

^ 1 ) ex. — *1 II ~f~ X O 

(|ui, pour une valeur nulle du paramètre a, se réduit à 

U ■=: X, 

(loiniïie le premier membre de l’équation (i) est une fonction toujours 
c.ontinue des variables .r, u et du paramètre a, il en résulte que, si c( 
])aramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
u restera fonction continue de la variable a?, au moins pour des valeur: 
finies de cette variable. Si, le paramètre a variant encore, son modub 
croît de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d être 
[)Our un module donné de la variable x, fonction continue de cett( 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, uni 
seconde racine u de l’équation (i), devenant égale à la première, véri 
fiera, non seulement cette équation, mais encore l’équation dérivée 

(■^) 


au ~ i—o; 


d un certain ordre, les derivees 


D^«, I)i«, hlu, 


Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module do 1 
représentera la fonction ii développée suivant les puissan 
dantcs de x sera généralement 


Soit maintenant 


R' 


ü — f(.r) 


une fonction de x qui, avec sa dérivée f'(^)> reste finie i 
par rapport à x, pour des valeurs du module r comprise 
limites 

(‘t posons simultanément 

y — r^eP'f^, z — 


Inéquation (i)^devra être remplacée par la suivante 


( 5 ) 


r(,)=i r=ji£!a,.± rr’UKip. 

2-F. J ^ Z — X ‘ -IT. J _ Y — X ‘ 


et, en posant, pour abréger, 

I 


I r rts) 1 r 

on tirera de l’équation (5) 


(6) f(a:) = «„+ aiÆ' + «,a;-4-. . .-H ‘ h- .. 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u repi 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermera 
variables a? et iz, un paramètre a. Si, pour une valeur part 
ce paramètre, u se réduit etfectivement à une fonction con 
alors, le paramètre venant à varier, u ne cessera pas d’êt 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 


où, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à u, cette 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par i\, 
R les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite de la variation 
du paramètre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

se réduisent généralement aux deux rapports 

'o ’■ 

r ’ R‘ 


§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes établis 
dans le § 1, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

( I ) aiA — •! u + .r =: O 

qui, pour une valeur nulle du paramètre a, se l’éduit à 

a — \x. 

tiorame le premier membre de l’équation (i) est une fonction toujours 
continue des variables x, u et du paramètre a, il en résulte que, si ce 
paramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
u restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs 
finies de cette variable. Si, le paramètre a variant encore, son module 
croît de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d’être, 
pour un module donné de la variable x, fonction continue de cette 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, une 
seconde racine u de l’équation (i), devenant égale à la première, véri¬ 
fiera, non seulement cette équation, mais cncoi’e l’équation dérivée 


( 2 ) 


au — 


= o; 


d’un certain ordre, les dérivées 


Da:«/, Dlu, — 

Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, le module de 1 
représentera la fonction u développée suivant les puissan 
•dantes de x sera généralement 

r 

H' 

Soit maintenant 

U = f ( Æ- ) 

une fonction de x qui, avec sa dérivée ^'{x), reste finie < 
jiar rapport à x, pour des valeurs du module r comprise 
limites 

/• = /• = R ; 

et posons simultanément 

y = ePf^, s = ÎXeP 

L’équation (i)^devra être remplacée par la suivante 


(.)) f(-2? =— / ——dp -1 

2 7 : J Z — X 2 r. I y - — x 

et, en posant, pour abréger, 

a„—^f ^-—dp, yM-(,r)r//;, 

on tirera de l’équation (5) 


( 6 ) ({x) = OiX + a,x- +. . . + ‘ H- . . 

On pourra d’ailleurs supposer, comme ci-dessus, que u rep 
racine simple d’une certaine équation (4) qui renfermera 
variables x et u, un paramètre a. Si, pour une valeur pari 
ce paramètre, u se réduit effectivement à une fonction con 
alors, le paramètre venant à varier, u ne cessera pas d’êt 
continue de x, du moins entre certaines limites de r, jusqi 


où, une seconde racine de l’équation (4) devenant égale à u, cette 
équation acquerra des racines égales. Cela posé, si l’on désigne par 
11 les limites inférieure et supérieure qu’atteint le module r quand 
une seconde racine de l’équation (4) devient, par suite de la variation 
du paramètre a, équivalente à la racine u, alors, en raisonnant comme 
dans le cas précédent, on prouvera que les deux modules de la série 

se réduisent généralement aux deux rapports 

Co r 
r ’ R ■ 


§ II. — Applications. 

Appliquons maintenant à quelques exemples les principes étal)lis 
dans le § 1, et d’abord supposons que la fonction u de x représente 
celle des racines de l’équation 

(I) c/.u- — lu ->r X = 0 

qui, pour une valeur nulle du paramètre a, se réduit à 

u — y.x. 

Comme le premier membre de l’équation (t) est une fonction toujours 
continue des variables x, u et du paramètre a, il en résulte que, si ce 
paramètre, cessant d’être nul, acquiert une valeur infiniment petite, 
u restera fonction continue de la variable x, au moins pour des valeurs 
finies de cette variable. Si, le paramètre a variant encore, son module 
croît de plus en plus par degrés insensibles, u ne cessera pas d’être, 
pour un module donné de la variable x, fonction continue de cette 
variable, jusqu’au moment où, par suite de la variation de a, une 
seconde racine u de l’équation (i), devenant égale à la première, véri¬ 
fiera, non seulement cette équation, mais encoi'c l’équation dérivée 


(2) 


au — I rz; O ; 
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lo4 

par conséquent, jusqu’au moment où l’on aura, en vertu i 
fions (i) et ( 2 ), 

(3 ) ax — I. 

Or, comme on tirera de la formule (3) 


I 

a =rr —, 
X 

et réciproquement 

t 

X—-') 


niocl. a — -;— 

mocl../- 


mocLa; = —— , 
mou. « 


il suit de cette formule que, si l’on pose 


mod.a “ ’ 

U restera fonction continue do x, non seulement quel que soi 
métré a, dans le voisinage d’une valeur nulle de x, mais cnci 
une valeur quelconque de ce paramétre, jusqu’au moinen 
aura 

mod.a; = R. 


Donc, en vertu des principes établis dans le § I, celle des rï 
l’équation (i) qui se réduit à ^x, pour une valeur nulle 
mètre a, sera, pour un module r de x inférieur à R, dôvelopp 
vaut les puissances ascendantes et entières do x en une série 
gente, dont le module se réduira au rapport 

R’ 

c’est-à-dire au module du produit olx. On vérifie aisément cet 
sions en commençant par tirer de l’équation (i) la valeur de 
et dévelonnant la valeur ainsi frnnvée. savoir 


v-ionccvons maintenant que la lonctton ii de x représente celle des 

rnciiifs de l’équalion 

_'± / 

I.'*) lie’"> — x^o 

<|iii s(^ réduit a x, pour une valeur nulle du paramètre a, et supposons 
1(' module de x différent de zéro. Le premier membre de l’équation ( o ) 
sera toujours fonction continue de x, a. et u, excepté dans le voisinage 
d’une valeur mille de ii-, et si le paramètre a, cessant d’être nul, varie 
par degrés insimsibles, u ne cessera pas d’être fonction continue de a-, 
jusqu’au moment où, par suite de la variation a, une seconde racine u 
de l’équation (a), devenant égale à la première, vérifiera, non seule¬ 
ment cette équation, mais encore l’équation dérivée 


10 ) 



Admettons, pour fixer les idées, que l’on attribue toujours au para¬ 
mètre a une valeur réelle et positive. Supposons d’ailleurs que l’on ne 
fasse, pas croître ce paramètre au delà de l’unité. Alors l’équation (G ), 
résolue par rapport à u, offrira deux valeurs l’éelles et positives, 
inv('rses l’une de l’autre. Les deux valeurs correspondantes de x, 
tirées de l’équation (5), seront pareillement deux quantités réelles 
('I. positives inverses l’une de l’autre; de sorte que, en désignant la 
plus petite par /’„ et la plus grande par R, on aura 


ou 

Rr(,= i. 

Gela posé, il résulte des principes établis dans le § 1 que, pour une 
valeur de a positive, mais inférieure à l’unité, et pour un module r 

d(‘. .r compris entre les limites R, une racine de l’équation (5), 

savoir, celle qui se réduit à R quand a s’évanouit, sera développable, 
suivant les puissances entières, positives et négatives de a?, en une 
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série convergente dont les deux modules seront 

- iV 

Ces mêmes modules se réduiront l’un et l’autre à la fraction 

I 

R’ 

si le module r de la variable x se réduit à l’unité. 

§ III-. — Obsen^ atioiis relatives aux fonctions discontinue 
Les formules (i i) et (5 ) du § I, dans lesquelles 

(1) « = f(.r) 

représente une fonction explicite ou même implicite do la 
imaginaire 

(2) x = , 

supposent que cette fonction reste continue, par rapport au n 
entre les limites o et R, ou et R, et par rapport à l’argumen 
les limites — -ü, h- t:. Elles supposent, par suite, non seulemc 
varie par degrés insensibles avec le module s, mais cnco; 
reprend la même valeur quand l’angle o se trouve augmcr 
circonférence entière. Si cette dernière condition cessait d’( 
plie, les formules (i) et (5) devraient subir des modificat 
nous allons indiquer, en nous occupant seulement de la forn 
qui comprend comme cas particulier la formule (i). 

Supposons U déterminé en fonction de x par l’équation (i) 
par une équation de la forme 


(3) 


F(k, x) = 0. 





ijK, Cl U i Y U1 


4 U uiiü racine u cie 1 équation {5 ) satisfera gêné- 
râlement a la condition ( 4 ), lors même que cette racine ne reprendraii 
pas les mêmes valeurs, quand on fera croître l’argument o d’une cir¬ 
conférence. Ainsi, en particulier, l’équation (4) sera satisfaite si l'on 
jireiul pour u la racine 


( 5 ) 

qui véritio l’équation 

ou la racine 

(«) 

qui vérifie l’équation 


« 1 /• + 53 y'_ I ^ 


: J?, 


U = 


:v-I 


m étant un nombre entier supérieur à l’unité. Mais ces deux racines, 
si l’argument o peut varier depuis ta limite — iz jusqu’à la limite - 4 - -, 
seront des fonctions discontinues de ® et par conséquent de x, attendu 
([ue leurs valeurs seront altérées, quand on passera de la limite 0 = —- 
à la limite o = 7t. 

Supposons maintenant que la fonction 

« m r ( ) 

et sa dérivée, relative à x soient des fonctions discontinues de as ana¬ 
logues à celles que déterminent tes formules (.5), (G), c’est-à-dire 
des fonctions dont la discontinuité consiste seulement en ce qu’elles 
cliangcnt de valeurs quand on passe de la limite o = — t: à la limite 
O = 7 t. Si l’on intègre les deux membres de l’équation (4) pai’ rapport 
à 9 entre les limites — tt, ti, et par rapport à r entre les limites /•„, R: 
alors, en écrivant/» au lieu de ç, et i au lien, de r, en posant d’ailleurs, 
pour abréger, 

y — z — W.eP'l^, 

et en désignant par 

A — I 


l’accroissement que prend le facteur u quand l’argument o passe de la 
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limite — à la limite + -, on trouvera 

„Il 

(7) J 

Si dans cette dernière équation on remplace f(s) par le pro 

r(5)-f(,r) 

^ - y 

^ - il* 

on obtiendra une formule nouvelle, analogue à l’équation ( 
Celte formule nouvelle sera 


( 8 ) 



ï 

2 TT 


rÆil 

J-r. y - 


dp — A, 


la valeur de A étant 

<9) 


A 


I 

271 



c-q de 
’c H- a‘ 


Si, pour plus de simplicité, on écrit 

II, tr 


au lieu de 


r(x), f(j), f{3). 


alors n’ seront ce que devient u quand on pose siunu'ssive 

r=/-o, /-^rU, 


en remplaçant d’ailleurs çp par p, et l’équation ( 8 ) se prés(^ 
la forme 


(lO) 




A, 


A étant toujours déterminé par la formule ( 9 ). 

Il importe d observer que, des intégrales comprises dan; 


EXTRAIT N“ 243. 13! 

imissanc.(?s étant indépendants du module r aussi bien que de l’argu 
ment o. Quant à la valeur de A, on peut la présenter sous la forme 


_L f’ 

J -h ‘ 2 TT J I. -}- JT* ’ 


et par conséquent la décomposer en deux intégrales qui soient elles- 
mêmes développables, la première suivant les puissances positives, 
la s('.conde suivant les puissances négatives de a?. Mais, dans les deux 
nouveaux développements ainsi obtenus, les divers coefficients, en 
restant indépendants de l’angle o, deviendront évidemment fonctions 
(In module r. 

Si, pour tixer les idées, on suppose la fonction u déterminée par la 
formule (5), \/— i; sera l’accroissement que prendra cette fonction 

([uatul on fera croître ç de la circonférence a-ri. On aura donc 


.'t\ \j'— 1 = 2 TT s/ — I , =2 7:. 

Alors aussi on tirera de la formule (5), en y écrivant/? au lieu de 9 , et 
remphu.'ant r par ou par R, 

V +p\l—I, ip = IR1. 

Oelaposé, l’équation ( 10 ) donnera 


{El r Jii-dp-'tii r jiL 


puis on en conclura, en intégrant par parties, de manière que le tac 
l(vur/? se trouve diirérentié, 

( 1 2 ) 1 /■ -I- ® V— I = I R 1 I -H — 1 -H — j A, 


tandis que la formule (n), réduite à 
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donnera 

(i3) 

e(, par suite. 


\r + a;J \a; + /o/ 


4-l(")-l(.+ 0 + l(. + S) 

=_i(,+ £) + ,(, + £) 


3= — 2 sin CD 


sinscp sin 3 c 




Or, eu égard à la dernière formule, on tirera de l’équation 
toutes les valeurs de o comprises entre les limites — tt, -i- ^ 


(‘4) 


1 . Sin 2 CD sin 3 CD 

-Q — sin©-i- H- 5 -^ 

2 2 3 


et l’on se trouvera ainsi ramené à une équation déjà connue 
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Analyse mathématique. — Rapport sur une Note de il/. C 
relative à la théorie des imaginaires. 

C. R., T. XVIII, p. i 68 (29 janvier r844 )• 

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de 
compte d’une Note de M. Cellérier, relative à la théorie 
naires. Le théorème que l’auteur établit dans cette Note pc 
fort utile dans les recherches d’Analyse et de Calcul inté 
avons pensé qu’il serait convenable d’en donner ici une it 
de mots. 


YCUltlUll. IVJLylll' 


^, uiii:; tiApresbion imaginaire ae la lorme 

se Iroiiverait sufifisaniinent définie, si on la considérait comme l’inté¬ 
grale cp de l’équation aux dérivées partielles 

])y 9 = V’— ^ > 

cctto infégralo étant assujettie à vérifier, pour une valeur nulle de v, 

l’équation do condition 

C’est (Ml adoptant ccttc^ définition, et en s’appuyant sur le théorème 
général relatif à la convergence du développement‘d’une fonction en 
série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes d’une 
variable .r, que M. Ccllérier a établi le nouveau théorème dont nous 
transcrivons ici l’énoncé réduit à sa plus simple expression. 

TiiêoiUuiïC. — /(.xî) étant une fonction réelle ou imaginaire de x, si 
l'on a, pour toutes les valeurs réelles de x, 

on aura encore, pour des valeurs réelles de x et de y, 

/(.2‘ -H r V — 1 ) ~ O, 

laM que la variable y conservera une tmleur numérique inférieure à la 
plus petite de celles pour lesquelles la fonction f{x-\-y\ — i) ou sa 
dérivée de premier ordre cessera d^être finie et continue. Par suite, quand 
on fera, croître la valeur numérique de r, en laissant x constant, la fonc¬ 
tion f[æ V cessera point être nulle sans devenir infinie ou 

indéterminée. 

Dans des additions jointes à sa Note, M. Cellérier, en donnant plus 
de rigueur à la démonstration de son théorème, a montré sous quelles 
conditions il subsiste, et indiqué le cas où il pourrait devenir inexact. 
Appliquée a la théorie des intégrales définies, la proposition énoncée 

OEiurcs (le C. S. ï, t. Vin. 


21 


.par M. Cellérier fournit le moyen d’étendre des formules étal 
des valeurs réelles de certains paramètres au cas où ces p 
deviennent imaginaires. On reconnaît ainsi que les form 
sistent généralement, tandis qu’on fait varier les paramè 
qu’au moment où les intégrales deviennent infinies ou indét 
ce qui s’accorde avec des observations faites par l’un de noi 
Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limii 
naires (p. 34 et 4^) (')» et dans le XVlfi ïome des .4 
31. Gergonne (p. 120 et 127 ) (-), relativement à diverses 
qui fournissent les valeurs de certaines intégrales définies. 

En résumé, les Commissaires pensent que la Note do M 
est digne d’être approuvée par l’Académie et insérée dans 
des Savants étrangers. 


Calcul intkgral. 
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Mémoire sur les valeurs moyennes des 


C. R., T. XVIir, p. 5-58 (C- avril i8.U)- 

Soient 

.s rr /’C'C v'-‘ 

une variable imaginaire dont r désigne le module, et 

f(d?) 

une fonction réelle ou imaginaire de x qui reste continue p 
à r et à p, pour toutes les valeurs de r comprises entre de 
données 

Enfin, soit s la valeur moyenne de f(nj). On aura 

I r’'. 

(i) s = — / iix)df, 


(‘) Œuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 
(2) Ibid., S. Il, T. II. 



EXTRAIT N° 

<'l, (M) vortii d’un théorème que j’ai démontré dans la cf livraison des 
h.rerares d A/mlyse et de Physique mathdmalique ( ' ), cette valeur 
inoYcmne fi restera la même pour toutes les valeurs du module /■ 
com|)rises (mtr(‘ les limites /■„ a-„. Mais il peut arriver que la valeur 
inoviMiiK' fi d(> la fonction f(m) vienne à varier quand on suppose 
préc.isément r, r.:=r,. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d’abord, pour fixer les idées, que la fonction !'(>•) 
devi('nn(' discontiniu' en devenant infinie, quand on y pose préei- 

SrüHMlf 




•V æ,, 


(losiiçnaiil. loul à la ibis une valeur parüculière de x dont le uiodule 
soit r, (d uwo. racine simple de l’équation 


( ■>. ) 


i\u') 


■=. O. 


Alors, en vertu des principes du calcul des résidus, on aura, pour une 
valeur d(‘ /• (‘oinprisi' enlr(‘ les limites r=: r, 


.r ' 


I i\ ^ ) dp f f ( /• eJ^ ‘ ) dp — t. 

■ U •'' — rc 

le sipne £, étant relatif à la seule racine j", de l’équation 


En d’auti'('s tiumies, on aura 


ru-J 


/■•« . , 

/ ('( /•, ee v' - i ) dp I f ( reP ‘ J dp — tt ^ 

• ' - ■ TT TC 


.( 


I - ) f( .r J 

U‘ J 


(x —J'j 

Donc, par suite, tandis qiu' le module /* passera d’une valeur plus 
P'raïule que i\ à la valeur r, la valeur moyenne ü de la fonction f( .r-) 


S( 


' trouvera diminuée de ta moitié du résidu 


/ 
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Ainsi, en particulier, si l’on prend 


on verra la valeur moyenne de la fonction se réduii 
module de x compris entre les limites 

x — t, X — 2, 

à la quantité 4- 1 , et pour le module i de œ, à la quantité 
, — X r _'-= I — X — i. 

—f) — 2) 

Supposons en second lieu que la fonction f(Æ.-) devienne ■ 
en devenant infinie quand on y pose 


et 


æ — cv„ 


désignant tout à la fois une valeur particulière de x don 
soit et une racine simple de l’équation ( 2 ). Alors, en 
toujours de la luême manière, on prouvera que la valeur 
de la fonction f(a;) se trouve généralement augmentée de 1 


résidu 


(4) 




tandis que le module r passe d’une valeur plus petite < 
valeur r,. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que ou 1 
une racine simple de l’équation ( 2 ). Alors le résidu (3) o 
autre chose que la véritable valeur du produit 


(5) 





correspondante à x — a?,, ou la véritable valeur du produit 
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correspondante à æ; — Mais il peut arriver que, x, étant une racine 
de l’équation ( 2 ), la valeur æ;, de x rende, par suite, la fonction î{x) 
infinie, et réduise en même temps à zéro le produit (5). C’est, en effet, 
ce qui aura lieu si l’on suppose, par exemple. 


(7) 


ï{x) = 


P(x) 



l’exposant p. étant réel et non supérieur à l’unité, et F(a’) désignant 
une fonction qui conserve une valeur finie pour x — x^. Or, comme 
dans ce cas le produit (5) s’évanouira pour x — x^, il est naturel 
de penser qu’alors la valeur moyenne. $ de la fonction f^j?) restera 
invariable, tandis que le module r de x passera d’une valeur plus 
grande que r à la valeur r. Pour transformer cette conjecture en cer¬ 
titude, il suffit d’observer que, à l’aide d’une intégration par parties, 
on tirera de la formule (t), jointe à la formule ( 7 ), 


( 8 ) 


2 TT ( 1 ~ /JL ) 




l-[J. 




et que cette dernière valeur de s se réduit à une fonction de r qui 
reste généralement finie et varie par degrés insensibles, tandis que r 
varie entre les limites r = r,, de manière à pouvoir même 

atteindre la limite r. 

Pareillement, si x^^ est une racine de l’équation ( 2 ), mais non une 
racine simple, la valeur x^^ de x pourra tout à la fois rendre la fonc¬ 
tion f(x) infinie et réduire à zéro le produit ( 6 ). C’est ce qui aura 
lieu, par exemple, si l’on suppose 



l’exposant v étant réel, mais supérieur tx l’unité, et F(a 7 ) désignant 



riablo, tandis que le module r de cc passera d une limite 
que à la valeur Pour transformer cette conjecture er 
il suffira d’observer que, à l’aide d’une intégration par 
tirera de la formule (i), jointe à la formule ( 8 ), 


('lo) 




et que cette dernière valeur de s se réduit à une fonctio 
reste généralement finie et varie par degrés insensibles, ti 
varie entre les limites r --r^, r ^ de manière à pou 
atteindre la limite i;,. 

Lorsque la fonction f(n;“) est de l’une des formes déter 
les équations ( 7 ), ( 9 ), alors, en posant 


(■>') 


y = r, eP v 


: /•„ eP v'- ‘, 


on trouve 

(I a ) {{x) — ~( - f (s ) dp - -î- f f( J) 

27 : J_^ J- — .c 


non seulement pour un module r de a? compris entre les lin 
, mais encore pour l’une des valeurs r — r, r — 
tion f(;r) était à la fois des deux formes déterminées ] 
mules ( 7 ) et ( 9 ), la formule ( 12 ) subsisterait pour /• - 
»rr=r,^. Admettons cette dernière hypothèse; alors on a 
pour r r et pour r- - 

( I 3 ) 1 ( ) nz -j— CCi^O — j— Cl 2 • • • ~l“ Cl„ ^ ^ —H Cl 2 “ * 4 " . • 

les valeurs de et de étant 


(•4) 


— 


I r’' 

/ ~--'^U:)dp, 



fl j) dp. 


Alors aussi les deux modules de la série qui repi’ésentc 


UU IV ^ y, 131 LjUl ou piuiuilgü lilUUllilllllClil UclllO lUO UeUA O 

seront. 

r 

— , —, 

cl, l’on déduira sans peine des formules (i 4 ) deux limites s 
rieures aux modules des coefficients et a_,. Par suite, on déc 
aisément des formules (i3) et(f4) deux limites supérieures aux 
dules des restes qu’on obtient quand on supprime, dans la série 
renrerme le second membre de la formule (i3), les termes dans 
(jiuds les puissances de ^ ou ^ sont d’un degré supérieur à un noi 
<'uti('r donné. 

Il est bon d’observer que, sans altérer les valeurs de 
nies par les équations (i 4 ). on pourra généralement y suppose 
valeurs de r, déterminées, non plus par les formules (n), niai 
les suivantes : 




J. ™ 1, z — 


(Considérons, en particulier, la valeur de fournie par la sec 
des forrnub's (i 4 ). Plu égard aux équations (7 ) et ( 10 ), cette foi 
donnera 


,t;“ /—: F 

fi- 


-.J 

-P ) 


3 


OU, C(' qui revient au même. 


- V F( ) 




dp. 


ou bien encore 

(.( 5 ) 






la valeur de « étant déterminée par l’équation 


(17) 
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Or, si l’on nomme P le module maximum maximorum de ! 

F(r,eW-), 

il est clair que, en vertu de la formule ( 17 ), le module de I 
imaginaire ® sera inférieur à P, et que, en vertu de la form 
module de sera inférieur au produit 



Les principes que nous venons d’exposer peuvent être 
appliqués à la détermination de limites supérieures aux 
série qu’on obtient quand on développe le rapport de l’ui 
stance mutuelle de deux planètes, suivant les puissances 
l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument l’ai 
centrique, et même l’anomalie moyenne. C’est ce que noi 
rons dans un prochain article. 


246 . 

Astronomie. — Nouveau Mémoire sur le calcul des ii 
des mouvements planétaires. 

C. R., T. XVIII, p. 625 (8 avril 1844 )• 

On sait que le calcul des inégalités des mouvements f 
pour base le développement de la fonction perturbatrice c 
de termes proportionnels aux puissances entières, positn 
négatives, des exponentielles trigonométriques, dont les 

‘sfint cinAmfiliAG rnAVAnnne cIac nlonÀf ac An actif ahaapa j 
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puyant sur une remarque faite dans un précédent'Mémoire (vc 
page 3i8 du Tome XIII des Comptes rendus) ('), et relative à 
laines propriétés des fonctions entières et réelles des sinus ei 
sinus d’un même angle, on peut aisément développer le rappo 
l’unité à la distance de deux planètes en une série de termes pr< 
tionncls aux puissances de l’exponentielle trigonométrique qui a 
argument l’une des anomalies excentriques, et même l’une des 
malies moyennes. Cette simple observation sert de fondement 
méthode nouvelle que je propose pour le calcul des inégalité; 
mouv('men(s planétaires, et qui me paraît offrir des avantages 
considérables pour mériter de fixer un moment l’attention des 
mètres. Je me Iiornerai d’ailleurs à donner dans ce Mémoire une 
générale de mes nouvelles recherches, que je reproduirai avec pl 
détails dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

L(‘. premier pai'agraplie du Mémoire sera relatif à des notions 
miliaires. 11 aura pour objet la décomposition d’une fonction rée 
('litière des sinus et cosinus d’un même angle en facteurs simple: 
chacun soit linéaire par rapport à l’exponentielle trigonométriqi 
offre un argument égal, au signe près, à l’angle donné. Dans le s 
paragraplie, je montrerai comment on peut décomposer en facte' 
cette espiice le carré de la distance mutuelle de deux planètes. ! 
dans les paragraphes suivants, je développerai en série le rapp 
l’unité à cette même distance. 

^ I. Décomposition d'une fonction réelle et entière des sinus et 
d’un même angle en facteiu'S simples. 

Soit 

(i) w = f(cos/:), sin/i) 

une fonction réelle du sinus et du cosinus de 1 angle p. Si 1 on p 
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on aura 

( 2 ) 




It 


1 + «V’ 


et, comme en conséquence u sera encore une fonction réell 
quation 

(3) U —O, 


résolue par rapport à t, ne pourra offrir une racine imagina 
de la forme 

P désignant une quantité positive, et 9 un arc réel, sans 
seconde racine imaginaire conjuguée à la première, et de la 


Soit maintenant 


on aura encore 

( 4 ) 


i = pe-?v/-‘. 


s = — 


I t\l — I _ 
I •*— t \/— I ’ 



et, à deux valeurs de t, de la forme 


(5) Z=:pe?v/"L f = pe~?v'-', 

correspondront deux valeurs de s, de la forme 

_ Ipe?'/"'^—I _ I H-pe~9v^“‘^—I 

I—pe?V“‘y/—I I — pe'ï'v'-'y /—1 

Or, comme l’une de ces deux valeurs de s et l’inverse 
seront évidemment deux expressions imaginaires conjugi 
pourront être réduites aux formes 



Si l’angle o se réduisait à zéro ou à Tt:, alors la valeur de t fournie 
par chacune des équations (5) se réduirait à la valeur réelle 

qui pourrait être une racine simple de l’équation (3); et à cette ra¬ 
cine correspondrait une seule valeur de s déterminée par la formule 

(7) s = 

le module a se trouvant réduit à l’unité. 

De ces remarques on déduit généralement la proposition suivante : 

TiîÉorxÈME I. —- Étant donnée une fonction réelle a des sinus et cosinus 
de dangle p, si Von pose 

les racines finies de Véquation 

U ^ O, 

résolue par rapport à Sy seront, ou des racines dont les modules se rédui¬ 
ront à Vanité, ou des racines qui, piises deux à deux, offriront, ae>ec un 
même argument, deux modules inverses Viin de Vautre. En d’autres 
termes, les racines finies de Véquation 

U zzz O 

seront de la forme 

ou, prises deux à deux, elles seront de la forme 

s r= , S 

c\ 

a désignant une quantité positive et a un arc réel. 

Il est bon d’observer que, des doux modules a, le premier, a, 
peut être supposé le plus petit, et qu’alors on a nécessairement 
(8) a<i. 

Concevons à présent que u représente une fonction entière des 
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sinus et cosinus de l’angle p, et nommons m le degré de C( 
par rapport à ces sinus et cosinus. En vertu de l’équation 
évidemment de la forme 


.S désignant une fonction entière de s, du degré 2 m; et, 
théorème I, S sera te produit d’une constante réelle ou im 
des facteurs linéaires dont chacun sera de la forme 

s — , 

ou par des facteurs linéaires qui, pris deux à deux, seront 


(10) 


— a , 



av/~i ^ 


Si U ne peut s’évanouir pour aucune valeur de s dont le 
l’unité, ou, ce qui revient au même, pour aucune valc" 
l’angle p, tous les facteurs linéaires seront de la forme (lo^ 
on a identiquement 

— ae**/" * ) Çi — “ — — ““— ( I — i — 

il est clair que, dans l’hypothèse admise, la fonction u sci 
d’une certaine constante k par des facteurs qui, pris d 
seront de la forme 


(n) ,_a.çe-(ïv'-> i_£eav'-‘. 

.ç 

On aura donc alors 



a, b, ... désignant des modules inférieurs à l’unité, et a 
arcs réels. D’ailleurs, en vertu de l’équation 

s — eP'f^, 
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tout, produit do la forme 



ao iTduit à un trinôme de la forme 

I — 2a cos(/> — St) H- a% 

et par oonsequent à une quantité qui ne peut être que positive ou 
nulle, pour une valeur réelle de l’angle p. Donc, si la quantité u reste 
positive pour toutes les valeurs réelles de p, la constante k renfermée 
dans le second membi’e de l’équation (12) devra elle-même être posi¬ 
tive. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

TiiéouKJiE 11 . — Si une fonction réelle et entière u des sinus et eosinus 
d’un certain angle p reste positive pour toutes les valeurs réelles de cet 
angle, et si l'on prend d’ailleurs 

s = eP'!-', 

on aura 

~ k(i — ase~“v'’-i j — £ gav/-!^ ^ .... 

a, 1), ... désignant des nombres inférieurs à Vunité, k une quantité posi¬ 
tive, et a., . des arcs réels. 

Supposons, pour fixer les idées, 

(r.3) /t = J\x. 4- 21 I',) COS/J-h aS sin/>, 

A„ alî„ e étant des coefficients réels dont le premier soit positif et vé¬ 
rifie la condition 

(i/i) Ji,2>4(iib2 4-e=)- 

Alors, pour des valeurs réelles do l’angle p, la valeur de u sera tou¬ 
jours positive; et, en posant 

s=zeP'f^, 


on trouvera 



par conséquent 

(j 5 ) ;/ = ûAp h-( ail) — 0 \l — 1)5 -4- (\il) H- B\J — i) 

Alors aussi l’équation (12) sera réduite à 



Or, des formules (i 5 ), (16) comparées entre elles, on tiren 
(17) k(l-f- a“) cJlo, 



et par suite la formule (16) pourra être réduite à 

(18) U HZ -. (i — 

Ainsi l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème III. — Nommons u une fonction réelle et linéaire ci 
sin/^, qui conserve une valeur positive pour toutes les valeurs i 
en sorte quon ait 

« — X -h 2 \)b cosjf? -1-2 0 sin/^, 

nJl., ijl), 0 désignant trois coefficients réels dont le premier soit /; 
ri/ie la condition 

clt.2> 4(1)1)2 4- 02). 

On aura encore 

a — —(x — (^r 

i-H a^ ^ ^ \ J 

a désignant un nombre inférieur à V unité, et a un arc réel. 

Corollaire. — Pour déterminer a et a, il suffit d’observer ( 
paraison des formules (i 5 ), (16) fournit, avec Téquatioi 
deux suivantes 

zzzTik — 0 v^— i, — zzz ilî) H- 0 y/- 
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desquelles on tire, non seulement 

(!)!>’--+-8’-) 2 


et, par suite, 


(19) 


cosa = — 


11!) 


sma = - 




(Dt=-i- 02)2 


mais encore 


ka = (\ll) 2 +32)2, 

et par suite, eu égard à l’équation (17), 
(;>.o) 


I cAa 

a -h - zz=- 

a 


(q)l)2_^ 02)2 


(iommc, eu égard à la condition (i4)> le second membre de b 
mule (20) surpasse le nombre 2, il est clair que cette formule 
nira, ainsi qu’on devait s’y attendre, une valeur réelle de a. 
Supposons maintenant 

(ai) U = h- 21)!) cosp + 28 sin/> + 4® cos^p, 

A,, ifî), S, ® étant des coefficients réels, tellement choisis que la 
tion a conserve toujours une valeur positive. Alors, on prenant 

on aura 

(22) — 't. H- ( il!> — s — 1)^ “t- (il'd ■+■ ® \/— J -+- ® ^5 —) 5 

('t l’équation (12) deviendra 

( 23 ) « = k(. - (. - (i - (. - 

a, b désignant des nombres inférieui’s à l’unité, k une quantité 


Si le coefficient œ est positif, la formule ( 24 ) donnera 


ksil} — 0D5 


k“ 


a b 


et ■_ 


ou, ce qui revient au même, 

Donc alors la formule (2.3) sera réduite à 



Ainsi Ton peut énoncer la proposition suivante : 
Théorème IV. — Soü 


U rr: cR.> -h 2 cos/; -h 2 3 sin p ■+• l\ (Q) cos^/;, 

eJU, ail), 0, Q désignant quatre coejficieiits dont le dernier Q soit positif. ^ 
la valeur précédente de a reste elle-même positive pour toutes les imleu 
réelles de Vanglep, on aura 

„ = ® (i _ a^e-“vCT) (i - (^i - 

a, b désignant des modules mférieurs à Vunité et ol un arc réel. 
Corollaire. — Si, dans ITiypothêse admise, on pose 


(26) a = ae“v'-i b —b =-1- 

a b 


les quatre lettres 


(t, b, t, b 

représenteront les quatre racines finies de l’équation 


U ■= Q, 
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qui, (?n vertu de la formule (22), deviendra 

(2j) —f- I j"*4— ilii — O — I ^ —J— cit, S“ H~ Aie) ~4“ ^— 0^ -— O 

ou 

os 

Ajoutons que l’on pourra déterminer ces quatre racines, soit en appli 
quant à la résolution de l’équation (27) l’une des méthodes connues 
soit en opérant comme il suit. 

En vertu des formules (26), les trois sommes 

ab -t- cb, «c -h bb, ob + bc 

se réduiront évidemment aux trois suivantes : 

, I a I) 

2 Cosa, ab H—p, pH- 

ab 1) a 

Donc CCS trois dernières sommes seront les trois racines réelles d’un 
équation auxiliaire qu’il est facile de former. En résolvant cette équî 
tien auxiliaire et posant, pour abréger. 



on reconnaîti’a que, pour obtenir les trois sommes 

, „ a b , I 

^ ^ ’ b a ab 

il suffit de ranger par ordre de grandeurs les trois quantités 



les valeurs de 


a I 
a, -gî an, 

et, par suite, les valeurs de a et b. 


§ II. — Sur la distance mutuelle de deux planètes, considérée comme foin 
des exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anom 
moyennes. 

Nommons 

m, m 'les masses de deux planètes; 

■c leur distance mutuelle; 

à leur distance apparente, vue du centre du Soleil; 

I l’inclinaison de leurs orbites. 

Soient de plus, pour la planète m, et au bout du temps /, 

r la distance au centre du Soleil; 

P la longitude ; 

'l'l’anomalie excentrique. 

Enfin soient, dans l’orbite elliptique de la planète m, 

« le demi grand axe; 

£ l’excentricité; 
w la longitude du périhélie; 

n la distance apparente du périhélie à la ligne d’intersection 
orbites elliptiques de m et de m'. 

On aui’a 


(0 

(a) 


cos{p — ru) 


r —a(i — s cosvj^), 


cosd' — s 

I — E COSl]^’ 


sin(jD — ro) = 


1 

(i sirn|j ^ 

1 — £COSt[< ^ 


et, si Ton accentue chacune des lettres 
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quand on passe de la planète m à la planète m!, on aura encore 


(3) 

t~= r- — 2 rr' cos 0 - 

4 r'^ 


l4) 

( coso—= /JL cos(p — zü 4- ïï - 

-p'4-®'- 

~W) 

1 4- V COS(p — ClT 4-ÏI H 

hp' — UJ' -i 

i-H'), 


les valeurs de p., v étant 

J , I 

w.=.-cos--j V —sin--- 

2 2 

D’ailleurs, on tirera évidemment de la formule ( 4 ) 

COS O ” [jut COS -+- II' — Il ) H- v cos(p' — 4- lî' h- ïï)] cos ( p — w) 

+ [/JL sia (/>'— üj'-H H' — II) — V sia (/?'— üj' 4 ~ H' -h ïï)] sia (/:> -™- tü), 

et de cette dernière, combinée avec les formules (i) et (2), 

^^•COSÔ == [/JL COS(/>' — ïï' — ïï) 4- V C0S(/?'— îcr'-h II' 4- ïï)] (COSLp — £) 

4- [/A sin {p’ — ?3j'4- ïï' — II) — V sin (/?' — üj' 4- ÏÏ'4- ïï)] (i — £-)“ sinLj;. 
Donc, eu égard à l’équation (i), la formule ( 3 ) donnera 

( 5) ‘Jzzzd% 4- 21(1 COSLjj 4- 2 0 siadj 4 - 4^"^ COS-l];, 

les valeurs de x, lil), G, cD étant déterminées par les formules 

( cÂd ~ -h 2 a£ /‘'[[JL cos(p '— Zü' 4- II'— II) 4- V cos(/>'— w'4- ïï'-h ïï)] 4- 
I illt [fjL cos (/?'-— rîj'4- ïï'— ïï) 4 - V cos(/j>'— ct' 4- Iï'4- Iï)]< 2 r' — 
j 0 — [/UL sin (/)'— ïïy' 4 - ïï' — ïï) — V sin (p' — üt' 4 - ÏÏ'4- ïï)] (i — £-)'ar', 

( (0=:i a^-£K • 

Il est bon d’observer que, deux planètes ne devant jamais se ren¬ 
contrer, leur distance mutuelle t ne devra jamais s’évanouir. Donc la 
valeur de t-, déterminée par la formule ( 5 ), devra conserver une 
valeur positive pour toutes les valeurs réelles de l’angle tjj. 

Si l’on supposait 


( 7 ) 
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rî 
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Ajoutons que, en vertu des équations (9), Jointes à la formule 


on aurait 

aib-H- •îp.v cos2 ip' — ro'-h H') -t- ■'j-'la-r'-, 

OU, ce qui revient au même, 

©-= [i — 4;j.v sin-(/j'— nï'-+- 

et que, en conséquence, les formules (la,), (i 3 ), (i 5 ) donneraient 

I P â 

(16) an -- p--—-- , 

•* vi — — 5 t'+11 ') 

p.g{/i'-c7’4-n') v ('—1 - 

)i7 ) e“V-' — '. . . . . - p-iisj-i ^ 

\/1 —[xo üïn'\ p' —nj'-t-ll') 

,',o> P- sin(/?'— ct'+II'—II) —y sin(p —st' +11'+Ht 

® picoa{p' —5t'+II'■—II) 4 -V cos(,/>'— st'H-11'H-II ) 

Observons enfin qu’on vérifie les formules (1.7) et (18) en prenant 

( 19 ) a=ry —n, 

et supposant l’angle y lié à l’angle p' — cr' 4- II' par l’équation 

(20) tang'y — (jx — y) tang'(/>' — sj' 4- H'). 

Si l’excentricité s cesse de s’évanouir, alors, en posant toujours 

s = C'V” 

et ayant égard au théorème IV du § I, on trouvera 



la valeur de k étant 


intérieurs a i unité, qui pourront etre aetermines, avec i ar 
moyen des formules établies dans le § I. 

§ III. — Méthode nouvelle à l’aide de laquelle le rapport de l 
distance de deux planètes peut être développée en une sérit 
suivant les puissances entières de Vanomalie excentrique, ou de 
moyenne de l’une d'entre elles. 

Soient toujours t la distance mutuelle des deux planèt 
l’anomalie excentrique de la planète m, et s l’exponenti 
noraétrique qui a pour argument l’angle 4^, en sorte qu’on a 

Si l’excentricité de l’orbite elliptique de la planète m se réd 
alors on aura 

(I ) k(i - ^ > 

a désignant un arc réel, et k, a, deux quantités positives, d( 
nière sera inférieure à l’unité. On trouvera, par suite, 

I -1 

Or, en vertu de l’équation (a), la fonction de s représentée 
port - et sa dérivée resteront continues par rapport à la i 
pour tout module de cette variable compris entre les limites 

qui rendront à la fois ces deux fonctions discontinues et infir 
par suite, pour tout module de s renfermé entre les limit( 
rapport 

I 

ï: 

sera développable, suivant les puissances entières positive 



EXTRAIT N» 24.6. 


183 


négatives de 5, en une série dont les deux modules se réduiront à ceux 
des deux expressions 

a 

a^, -• 

Pour obtenir cette série, il suffira évidemment de multiplier par 
les divers termes de celle qui représentera le développement du rap¬ 
port 

i , _ 1 

(3) ^ = (i — ase'“v'-‘) "(i — 


Or, en supposant le module de ^ compris entre les limites a, on aura 

_ „ 1 _ q 

( 1 -- v'-i) " — I -h i H- a“5-e~-^v“Î4-.. 


^ \ - I a „./—r 1 .3 a^ J, ;—P 

Ï-cav'-M ~ I-i--I-- 

.S- J ^ s 2.4 


par suite, 


; I ~h A 1 ^ 4 - " H~ A2 fs^e v i 4- i v ^ j -r- . 


la valeur générale de étant 


' ' 2.4... 2 /A \ 


„ 1.32-4-12/24-3 , 

„ -a^-f- —/ - j 7 a 

22 / 2 -i -2 2.42/24-22/24-4 


Donc, pour obtenir le développement de ^ en une série ordonnée sui¬ 
vant les puissances entières de il suffira d’avoir construit des Tables 
qui fournissent les diverses valeurs de 
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des équations de la forme 

(6) ■.- = !< (i —^,_^eav'=î^ (,_bse“\/^) —J 

(-) - =::k ■■'(i—'Yi——“ 

1- , - J- 

(8) (i— ïise-'^'f^') '^^1—(i — bse^V"*) '(^i — j 

et, en supposant 

(Çi) l)<a<i, 

on reconnaîtra que - est encore,' pour tout module de s coir 
les limites 

développable, suivant les puissances entières de s, en une 
les deux modules sont ceux des expressions 

a 


Déplus, en nommantce que devient A„ quand on rempla 
on tirerait de la formule (8) 


( 10 ) — 


-(- Al (se-« v/-‘ + i goc V-î ) H-... 

\ J 

ou, ce qui revient au même, 


H-Bi( .çe^v'-i-I- - g-® 

s 




(n) 


5- 


[^1 - j) + % (s ^-- 7 .) + • • ■] s/- ‘- 


Ji /TV 


EXTRAIT N» 246. 


Donc, pour obtenir le développement de ^ suivant les puissance 
tières de i', il suffira généralement de recourir aux Tables de sin 
cosinus et à celles qui fourniraient les diverses valeurs des tram 
dantes 

Al, Ao, •. •, 


ou plutôt de. leurs logarithmes. 
Soit maintenant 


T 


l’anomalie moyenne de la planète m. On aura, en nommant s Te 
tricilé. 


(i3) 41 —£sini]j = T; 

(‘t par suite, si l’on prend 
(lO 


eTv/^, 


on aura 


(. 5 ) 


: se 


- 1 (^- 1 ) 


C('la posé, après avoir développé le rapport ^ suivant les puis 
entières de. .v, pour développer le même rapport suivant les puis 


(>,nti('.r('s de s, il suffira évidemment de tirer de l’équation (i 5 ) 
(|ui revient au même, de l’équation (i 3 ), les développements d 
d(> (M1 séries ordonnées suivant les puissances entières de s 

])arvieiulra facilement à l’aide de la série de Lagrange, si le r 
de s ne dépasse pas la valeur 

0,662742..., 


pour laquelle, l’équation 
(> 6 ) 


4 — 6 sin4 = o> 
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Cette condition étant supposée remplie, si d’ailleurs une certaine foi 
tion f('i) de l’anomalie excentrique reste continue par rappor 
cette anomalie, tant que le module de t ne s’élève pas au-dessus do 
limite 

0,662742..., 

on aura, en vertu de la formule de Lagrange, 

(,8) f(<t) = f(T) -+- Y f (T) siaT-h ^ DT[f'(T) sin^T] -h. -.. 

Si maintenant on pose _ 

h désignant une quantité entière positive ou négative, et, par suite 


la formule (18), jointe à l’équation 


donnera 

( I g ) — g* /i g/l 


sinT = 


f 

g- 

5 





Or la formule (19), jointe à l’équation (i 4 )- de laquelle on tire 

(20) DtS^'= /os*'/-', 

fournira, pour la valeur de s^, un développement de la forme 

( 21 ) s*= Hos'‘ -t- + ... -h H_i -0- H_2s'‘-2 4-. .., 
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dans lesquelles on suppose la fonction F(A, n) déterminée par 1 ; 
mule 


(a 3 ) 


F{/i, n) = 



I . 2 . . . /i 



I . ( /i -h I ) 



I . 2 ( n -h I ) ( /i + 2 ) 



On peut, au reste, arriver dii’ectement aux formules (22'), (2^ 
partant de l’équation (21), de laquelle on tire 

ou, ce qui revient au même, 

I r'^ — — 

H„= — / e-(/<+«)Tv/-ieA'W-'trf; 

puis, en intégrant par parties, 

H„ — 7 -^ -1- r e- (*■*•« ) T * v/=ï dÛJ 

h-i-n 2 nj_^ 

OU, ce qui revient au même, 

ji X _ _ 

(24) li/i~ 7-- / 

h-^n 

Or, de la formule (24), qui subsiste dans le cas même où l’on 
place n par — n, on déduira immédiatement les valeurs de 
fournies par les équations (22) jointes à la formule ( 23 ); et, p 
parvenir, il suffira de développer suivant les puissances ascencl 
de Z l’exponentielle 

Q ( It±îi } e .sin (!> I ^ 


Observons encore que MM. Bessel et Jacobi ont déjà considé 
transcendantes auxquelles se réduisent les coefficients représcnl 
dessus par H„, H_„, et que les valeurs numériques de ces coelfii 
sont même fournies par des Tables qu’a construites M. Bessel. 

Après avoir développésuivant les puissances entières d(ï 1 ’ 
nentielle 


on pourra développer encore les coemcients des diverses 
de s suivant les puissances entières de l’exponentielle 

On peut d’ailleurs appliquer à ce dernier problème, ou ui 
d’interpolation, comme l’a proposé M, Le Verrier, ou ur 
analytique, comme nous l’expliquerons plus en détail dar 
Mémoire. 
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Analyse matiiéiMatiqüe. — Mémoire sur Véquilibre et le mouv 
système de molécules dont les dimensions ne sont pas suppose 

C. R., T. XVIII, p. 774 (22 avril i844)- 

Dans la séance du 5 décembre 1842, j’ai présenté à l’A 
cahier qui renfermait de nouvelles recherches sur la th 
lumière, et qui a été paraphé dans cette même séance pa 
Les recherches dont il s’agit étaient relatives, en partie à 
et au mouvement d’un système de molécules dont les din 
seraient pas supposées nulles, en partie aux lois suivant le 
rayon lumineux est réfléchi et réfracté par la surface de sé 
deux milieux isophanes, dans le cas où l’on tient compte d 
sion des couleurs. Je ne m’occuperai pas aujourd’hui de c( 
quelles je reviendrai dans un autre article, mais seulemen 
libre et du mouvement d’un système de molécules; ce 
paraissant digne d’être examiné de nouveau, quoique le 
ou des sujets analogues aient déjà été traités par quelqu 
entre autres par M. Poisson, par M. Savary, par M. Broch 
même. Je me bornerai d’ailleurs à indiquer le plus briè\ 
sible quelques-uns des résultats auxquels j’étais parvenu. 



§ I. — Préliminaires, — Sur le moment de rotation d^un corps. 


Considérons un corps qui tourne autour d’un point fixe pris pour 
origine des coordonnées. Soit ni un élément de ce corps, et supposons 
la position de cet élément déterminée, au bout du temps t, non seule¬ 
ment par les coordonnées 

J'y 

relatives à trois axes rectangulaires qui restent fixes dans l’espace, 
mais encore par les coordonnées 

X, y, Z, 

relatives à trois axes rectangulaires qui restent fixes dans ce corps. On 
aura 

/ Æ = a X -H S y -t- y Z, 

(i) I/ = cc'x-t-6'y H-y'z, 

( s = a"x -t- o"y -h y"z, 

oc, 6, y; a', 6', y'; a", ê", y" étant les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des x, y, positives avec les demi-axes des x, y, z posi¬ 
tives. D’ailleurs ces cosinus seront liés entre eux par les équations 
connues 


( 2 ) 


«2 + a'2 -H a"“- = I, 
6y H- 6"y"= o. 


62 4- 6'2 4- g"2 . — I, y2 y'-i yi — I, 

ya y'et! y" a" — o, ao -H ct'& + a!'& — o. 


De ces équations différentiées on pourra en déduire- d’autres de la 
forme 

oîDf a a'Di a'-h a"= o, 

aBi6 -hcc'D,S'-ha"Dc6"=zv, 
ccDiy -t- oc'Biy'-h a"D/y" = — q, 


61)( a H- 6' D, a' H- 6" D, oc"= — v, 
6Dj6 6" —o, 

6D,y +6'D,y'H-6"D,y"==i), 


yDia-h y' a! -l- y"D^ a"= q, 
y D, 6 -h ’/D, 6' H- fBt ê" =- P, 
yDjy -Hy'D(y'-hy‘'Djy" = o, 




p, 1], v désignant trois nouvelles variables, dont les valeui 
connues, serviront à faire connaître celles de 

a, ê, y, a', &, y', a", 6", y". 

En effet, des neuf dernières formules on tirera, par exempi 

(3) D(a=ryq — 6r, D( 6 — ar — yp, D^y^Sp — ac 

et par conséquent, p, ij, r étant supposées connues, il si 
trouver a. S, y, d’intégrer trois équations différentielles 
savoir, les formules ( 3 ). D’ailleurs, ces trois équations cc 
évidemment de subsister quand on y remplacera a, ê, y par 
par oc". S", y". 

Soit maintenant aune quantité positive déterminée par 

(4) p--f--t- 
et posons 

(r>) - = COsA, ■ -=COSU., b = COSV. 

« H ‘ h 

On s’assurera aisément que X, p., v représentent les angles 
bout du temps t, par l’axe instantané de rotation, proion 
certain sens, avec les demi-axes des x, y, z positives; et 
angulaire de rotation du corps autour de ce même axe. 
Soient encore 

CD la vitesse absolue de l’élément in; 

y le moment linéaire principal relatif aux quantités de moi 

(6) 

la somme des forces vives. Si, en faisant coïncider les axe; 
avec les axes principaux du corps relatifs au, point fixe aui 
il tourne, on nomme 


A, B, C 
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les iBüoicnts d inertie Drincini^nv • * 

tiL. piiiioipaux iciatits a ce pomt, on aura 

( q-H- r-z=zÿ2^ 

Si (railleurs on nomme 

t, A 

les projections algébriques du moment linéaire y sur les axes d 
y, 3, et 

P. Q, R 

les projections algébriques du même moment linéaire sur les axe 
X, y, Z, on aura, non seulement 




' ® = 
1 

«P + gQ-HyR, 

(«) 

mais encore 

< 

1 

1 t = 

a' P + S' Q y'R^ 

a" P H-6" Q+y" R, 

(9) 

P=.-Ap, 

Q=-Bq, R = 


et l’on conclura des formules (8) 

/ P =af+a'^ + a"al, 

(10) I Q — 

( R = y iJ? H- y' ^ H- y" c'FL. 

Soient enfin 

K le moment linéaire principal du système des forces appliquées 
divers points du corps; 

e, nit,, <or, les projections algébriques de ce moment linéaire sui 
axes d(‘s a.', y, z- ; 

L, M, N ses projections algébriques sur les axes des x, y, z- 
On aura, non seulement 


mais encore 


(12) D/X' = 4^, Di^=::3rc, DiA = 3b, 

et l’on tirera des formules (12), jointes aux équations (9) ( 

I AD ,)1 + (B —C)qv -)-L = 0 , 

(13) BDiq + (C-A)vv-+-M = o, 

( CDt r-H(A — B)pq- 1 -N = 0 . 

Des formules (i 3 ), jointes aux équations (7), on conclut 

I Lp-f- Mq H- Nr = o, 

( xDr/-i-ALp + BMq-^CNt=ro. 

Si le moment linéaire principal du système des forces apj 
corps s’évanouit, ce qui aura lieu, par exemple, dans le 
forces elles-mêmes se réduiraient à zéro, les formules (i4) 

(i5) I),iL = o, 'Dix = o, 

et par conséquent les valeurs de 'p, se réduiront à dei 
constantes. 

Les formules obtenues dans ce paragraphe s’accordent 
qui étaient déjà connues, et en particulier avec celles qu 
nées dans mon cours de Mécanique do la Faculté des Scier 
établissant à l’aide de raisonnements analogues à ceux do 
de faire usage. 

Observons d’ailleurs que ces formules continuent de sub 
le cas où le corps que l’on considère se meut librement dai 
et où l’on prend pour origine des coordonnées le centre de 
ce corps. 

§ IL — Sar Véquilibre et le mouvement d’un système de r 
dont les dimensions ne sont pas supposées milles. 

Considérons un système de molécules dont les dimension 
pas supposées nulles, et nommons 


yin; I L [ mj uuuA cicuiyuLs uisuncis et mimiment petits de cette même 
molécule. 

Supposons d’ailleurs que, en prenant pour axes coordonnés trois 
axes tixcs de position dans l’espace, on nomme 

x, Y, ^ les coordonnées du centre de gravité de la molécule m; 

X +• ox, y -h ôy, ^ -H Ss les coordonnées de l’élément (m); 

X JYx, y c/lr, s -I- Jlz les coordonnées de l’élément [m]. 

Soient encore 

m une molécule distincte de m; 

(//?) et [to] deux éléments de la molécule m correspondants aux élé¬ 
ments (m) et [m] de la molécule m; 

.X' H- Ax, y + Aj, .s -t- As les coordonnées du centre de gravité de la 
molécule m. 

I.es coordonnées de l’élément (m) seront 

X -t- Ax + ôx -i- Aôx, y -t- Ay h- ày -i- AÔy, 5 -t- A.; H- os Aos; 
tandis que celles de l’élément [m] seront 

X H- A/r H- dix -1- y -t- A_y + J[y -4- Aaij, s -h As s- -t- A</is. 

Soient enfin 

r la distance qui sépare les centres de gravité des molécules in et /?i; 
ï. la distance qui sépare l’élément (m) de l’élément [tw] ; 

(m) [m| l“(ï.) l’action mutuelle de ces deux éléments, f(î-) désignant 
une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et négative 
lorsqu’elles se repoussent. 

On aura 

( {LxJix — èx^J[xY 

^ ^ I -i- ( Ay -t- Jiy — ày -H Aajy 4- (As 4- ajs os 4- )■• 

D’ailleurs, au système des forces qui solliciteront la molécule m coi- 
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respondra, non seulement une force principale, mais encore i 
linéaire principal; et, si l’on nomme 

tX, U, % les projections algébriques de cette force principale 
4^, ait, les projections algébriques de ce moment linéaire 
dans le cas où l’on prend pour origine des moments le 
gravité de la molécule; 

on aura, pour déterminer 

at, 3', %, ait, SL, 

des équations de la forme 


(m) [ m] — é-s H- èj — ( Aj + — èy 


la sommation qu’indique le signe S se rapportant aux divc 
cules m distinctes de m, et les deux sommations qu’indique 
signes ^ étant relatives, rune aux divers éléments (m) c 
cule tn, l’autre aux divers éléments [tw] de la molécule m. 

Cela posé, si le système des molécules que l’on consid 
équilibre, les équations d’équilibre seront 

( a& O, rT = O, & = O, 

(4) 

^ ait=:0, SL — O . 

Passons maintenant au cas où le système de molécules r 
vement. Soient 

X, y, Z 

les coordonnées de l’élément (m) do la molécule m, rappon 
axes rectangulaires qui conservent une position fixe dans li 
et qui coïncident avec les trois axes piûncipaux menés par 1 
gravité. Soient, de plus, 

A, B, C 


(3) 







iiicine pruiuipaux reiatiis a ce meme centre, et 

a. ê, 

a!, &, y', 

6 ", y" 

les cosinus des angles formés avec les demi-axes des x, y, z positives 
par les demi-axes des a?, j, s positives. Enfin, supposons les quantités 

P. q, r 

liées à ces cosinus, et les quantités 

L, M, N 

liées aux projections algébriques 

ti, ait-', 3 x= 

par l<;s formules données dans le § I. Les équations qui représenteront 

le mouvement du système de molécules seront 

(5) ml); æ; =: 3C,, mD|5 = 5£> 

(‘.t 

/ AD.aP + ( b — C )qr -I- L =0, 

((>) I 131)^q H- (G — A) tp M O, 

' CD^r-l-iA—B)pq-+-N=0. 

On aura d’ailleurs 

i ô^rrax-q-êy-i-yz, 
âj =a'x -+-S'y 4 -y'z, 

§s = a"x -+- 6"y y"Z. 

11 importe d’observer qu’on peut, aux formules (7), joindre des 
formules analogues, mais relatives à la molécule m. En effet, soient 

x„ y„ Z, 

les coordonnées de l’élément [rn\ de cette dernière molécule, rappor¬ 
tées aux axes principaux qui passent par le centre de gravité. Les for- 
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mules (7) continueront de subsister quand on y remplac 
nément 

èæ, dy, par Jlx 4- à-dias, Jiy + Jiz^ 

a, ê, y par a -h Aac, 6 4 - A6, y 4- 4 

X, y, Z par x„ y„ z,. 

On aura donc 

! Jlx 4 - = (a 4-A«)x, 4 -(S 4 -A 6 )y, 4-(7 4-Ay 

dly 4- A4y = (a' 4- Aa' )x, 4 - (§' + A 6 ')y,-t- (y' + Ay' 
, Jiz -i-A4z =(a" 4 -Aa")x, 4 -( 6 ''’-hAê'')y, 4 -(y"-h Ay' 

Si maintenant on substitue les valeurs de 


ôa;, dy, oz, JixA<fix, c^ly-hA^y, ^z-hAc 

tirées des formules (7) et (8), dans les seconds membin 
tions (2) et ( 3 ), on en conclura que les six quantités 

a;, g-, i, aiL, 

peuvent être considérées comme des fonctions déter 
variables 

y, -, «, ê, y, a', ê', y', af. S", 


et de leurs différences indiquées à l’aide de la caractéristi 
leurs, parmi ces variables, les neuf dernières seront liée 
par les équations (2) du § I. 

On doit remarquer le cas oü les dimensions de chaq 
sont supposées très petites par rapport à la distance des 
cilles voisines; en sorte que, vis-à-vis des rapports 


0 ^ 

/• 




Ûî, 
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r 


r 
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aisômcnl; des précédentes, mais encore celles que renferment divers 
Mémoires joints à celui-ci, et relatifs à la théorie de la lumière. 


248 . 

Anaiase mathématique. — Addition au Mémoire sur la synthèse 

algébrique (^'). 

G. R., T. XVIII, p. 8 o 3 (29 avril 1844). 

Dans 1 (! troisième paragraphe du Mémoire sur la synthèse algé¬ 
brique, j’ai considéré de nouveau un problème de Géométrie qui a 
souvent occupé les géomètres, et qui consiste à tracer, dans un plan 
donné, un cercle tangent à trois cercles donnés, problème dont j’avais 
présenté moi-même, il y a longtemps, une solution géométrique assez 
slm[)le qui a été publiée dans la Correspondance sur l’École Polytech¬ 
nique 1807. L’analyse dont je me suis servi pour résoudre, 

( 1 ) Note lue à V Académie par M. Augustin C.\uchy. 

G. R., T. XVIH, p. 802 (29 avril 18U). 

Ln ({iialriomc paragrajihe do mon Mémoire sur la synthèse algébrique renfermait le pa¬ 
ra g ra plie suivant [ l. XVI des Comptes ?^e/idas, p. ïo5i (^)J : 

O/i pourra, par La. sfut/iôse algébrique, obtenir des solutions élégantes de problèmes 
déterminés, par exemple de celui qui consiste à tracer une sphère tangente ci cjuati^e 
sphères données, dont les centres sont G, G,, C„, G,^, et les rajons r, r,, r^^. 

.rindit[liais ensuite imo solution fort simple de ce dernier problème, en disant quelle se 
déduit d’une analyse semblable à celle que j’avais employée pour la solution du problème 
analogue relatif aux cercles. 

C/élait pour abréger que je n’avais pas, dans le Mémoire dont il s’agit, donné in extenso 
la solution du problème relatif aux sphères. Je vais reproduire ici l’analyse qui sert à 
résoudre ce dernier problème, telle que je la retrouve dans une addition rédigée vers l’é¬ 
poque oii je venais de composer le Mémoire. Cette analyse diffère très peu, comme on le 
verra, non seulement de celle qu’a employée M, Areas Tréberl, dans une Note dont l’au¬ 
teur a bien voulu m’adresser un exemplaire, mais encore de celle que j’avais employée 
moi-méino dans le Mémoire sur la synthèse algébrique, pour la détermination du cercle 
langent à trois cercles donnés. 

ia\ C T TT VIT. n. 


non seulement le proDieme ciont ii s agit, mais aussi le pro 
sphère tangente à quatre autres, coïncide en partie, co] 
suis empressé d’en faire la remarque, avec l’analyse que M 
a employée dans les Mémoires de l’Académie de Turin pour l’î 
et que le même auteur a reproduite, avec de nouveaux 
ments, dans les Annales de Mathématiques (i8i6, 1817). J 
cette analyse peut être modifiée de manière que les éq 
deux droites dont elle exige la construction renferment se 
expressions algébriques propres à représenter les carrés de 
menées d’un point extérieur à des cercles ou à des spliè 
triques aux cercles ou aux sphères données, et des valer 
Hères de ces expressions. On se trouve alors conduit, par d 
très concises et très symétriques, aux solutions obtenues ] 
gonne et à celles que j’ai données moi-même, comme je 
quer en peu de mots ('). 

Sur la recherche d’une sphère tangente à quatre aul 

Soient 

r, r,, 7;^, les rayons des quatre sphères données; 
a,b,c‘, a , è , c,; a„, c,,; les coordonnées rec 

de leurs centres G, C,, C„, C„,; 

P le rayon d’une sphère tangente aux quatre autres; 
æ, y, les coordonnées du centre de cette nouvelle sphère 
X, y, Z les coordonnées du point où la nouvelle sphère touc 
mière des sphères données. 

Le centre (tv, y, z) se trouvera séparé du centre (a, b, c 
mière sphère par la distance r± p. On aura donc 

_ «P_ c)2= (r ± p)^ 

ou, ce qui revient au même, 

ZIZ Oj 

(1) Pour abréger, je ne conserve ici de mon analyse que la partie relativ 
le plus compliqué, savoir, au problème des sphères. 


ici Vclli;ui UU c)X ÜLdlll 


a)24-(j_è)2_,-(._c)2_(,.±p)2. 

Il y a plus : si l’on nomme 

cB.,, cB.,,, 

ce que devient Jl quand on y remplace a, b, c, r par a,, è,, c, 
par />„, c,,, ou enfin par a„,, c„, on aura évidemment 

(l) cB. rrz O, <B.,= 0, O. 

Ces quatre équations détermineront les quatre inconnues 

X , y , Z , p. 

D’autre part, les trois points (a, b, c), (x, y, z), (a?, j, s) de 
être situés sur une même droite, de telle sorte que les distanc 
premier au deuxième et au troisième se trouvent représentées p; 
par la valeur numérique du binôme r± p, le point (a, b, c) étan 
(ermé ou non reniermé entre les deux autres, suivant que le bi 
r ± p sera positif ou négatif. On aura donc encore 

X — a y — b _7. — c _ r 

( 2 ) - = -T = - = ’ 

' X — a y — b Z —c / ±: p 

le choix du doulde signe devant être réglé de la même manièi 
dans l’équation qui fournit la valeur do ,B.. Or la formule (2) ! 
évidemment pour déduire des valeurs de æ, y, z, p les valeu 
trois inconnues 

X, y, Z. 

En résumé, les sept équations représentées par les. formul 
et (2) suffiront à la détermination des sept inconnues 

57 , /, 5, X, y, Z, p, 

par conséquent à la résolution algébrique du problème énoncé 
si l’on voulait construire géométriquement les valeurs des sept 
nues tirées des équations (i) et (2), on arriverait à des constri 
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peu élégantes. Pour éviter cet inconvénient, il suffit de 
entre elles les fornaules (i) et (2) et d’en déduire des équ 
soient linéaires par rapport aux inconnues, en opérant comi 
Observons d’abord que, dans la fonction 

A =i{æ — ay-+{y — b)-+ {z ~ cY — {r±çiy-, 

et par suite dans chacun des polynômes 

A, tîL,, B-n, 

la somme des termes du second degré en x, y, z, p sera 

X--h -i-— pL 

Donc, si des formules (i) on veut tirer des équations linéj 
y, Z, p, il suffira de combiner ces formules enti’e elles p 
soustraction. On obtiendra ainsi les trois équations 

( 3 ) — cA — O, — éh. — O, ^^irr — — O, 

qui se trouveront comprises dans la seule formule 
( 4 ) = = 

Si l’on élimine p entre ces mêmes équations, on obtiendra c 
lions nouvelles, qui seront linéaires par rapport à x,y, ei 
teront en conséquence une droite OA sur laquelle devra se 
centre {x, y, z) do la sphère cherchée. 

Ce n’est pas tout : si l’on représente par 0 la valeur con 
rapports égaux qui composent les divers membres de la fo 
on aura 





eviaemment, apres avoir laii aisparaiire le aenominateiir o, trois e 
tions qui seront linéaires en 

X, y, Z, 0. 

Or il suffira évidemment d’éliminer 6 entre ces trois équations 
obtenir deux autres équations linéaires qui renfermeront les si 
inconnues 

X, y, Z, 

et qui, en conséquence, représenteront une nouvelle droite Pï 
laquelle devra se trouver le point (x, y, z) où la sphère cherchée 
chera la première des sphères données. 

Cola posé, il est clair que le problème énoncé pourra être réd 
la construction des seules droites OA, PB. Car, la droi te PB étant tr 
l’un quelconque des points T, où elle rencontrera la surface de la 
mière des sphères données, pourra être considéré comme le poi 
contact de cette sphère et de la sphère cherchée. De plus, le ra;i 
mené par ce point de contact devra rencontrer la droite OA au c 
même delà sphère cherchée. 

D’autre part, pour construire les deux droites OA, PB, il suffi 
connaître deux points P et A, ou O et B de chacune d’elles. 

Or, comme les équations des droites OA, PB se déduiront, pa 
limination de l’inconnue p, des seules formules (2) et (4), le 
leurs de 

•r, J, r, X, y, z, 

que fourniront, pour une valeur donnée de p, les six équations 
prises dans ces deux formules, seront évidemment les coordonné 
deux points correspondants O et P, ou A et B des deux droites OA 
Entin il est clair que la formule (2) donnera, pour p — o, 

X — ,r, y =r y, z = 

et, pour ± p = 

X — a y — ê _ z - - e _ I _ 

:z‘ — a y — h — c ■3 ’ 

d’où il résulte que le point P se confondra simplement avec le poi 

OF.iivrcs de C. — S. 1, t. VÜI. 


SI celui-ci correspond a une valeur nulle de p, et que la di 
sera la moitié de la distance CA, si le point A correspond t 
Donc, en définitive, pour résoudre le problème énoncé, il 
construire le point O ou A dont les coordonnées x, y, z son 
nées par la formule (4), lorsqu’on suppose dans cette forn 
ou it P = r. 

Or chacune des formules (i), prise séparément, représ 
des quatre sphères décrites des centres G, C,, C,,, C,„, avec 1 
équivalents aux valeurs numériques des binômes 

/•dzp, /•,rtp, r„±.p, 

et la fonction A, quand on prend pour x, y, z les coordon 
point extérieur à la première de ces sphères, représente le c 
tangente menée de ce point à la sphère. Donc le plan repr( 
l’une quelconque des équations ( 3 ) est celui que M. Ga 
Tours, a nommé le plan radical correspondant à deux des spl 
il s’agit, c’est-à-dire le lieu géométrique de tous les point; 
peut mener à ces deux sphères des tangentes égales. Don 
dont les coordonnées x, y, z se trouvent déterminées par ! 
des équations ( 3 ), ou, ce qui revient au même, par la for 
sera le centre radical du système des quatre sphères, c’es 
point commun aux plans radicaux qui correspondront à c 
sphères combinées deux à deux. Enfin les quatre sphères do 
se réduiront évidemment, si l’on pose p = o, à celles qui, 
critcs des centres C, C,, C,,, C„,, ont pour rayons 

^1’ C/> 

par conséquent aux quatre sphères données, et, si l’on posi 
aux quatre sphères qui, étant décrites des mêmes ccntn 
pour rayons les valeurs numériques des quantités 

2/-, /•,;!:/•, r,,±r, r,„±r. 

Donc, pour trouver une sphère qui en touche quatre autre 


des centres L, L,, ai>ec les rayons 7 \ r » r^^, r^^^, il siirüra de reco 

à la règle suivante : 

Déterminez le centre radical O correspondant au système des qu 
sphères données, puis le centre radical A de quatre nouvelles sphères 
étant respectivement concentriques aux quatre premières, offrent j 
rayons les valeurs numériques des quajitités 

‘ir, f\±:r, f),± r, r,^,±r. 

Enfin joignez le point O au milieu B de la distance (L4. La droite 
ainsi tracée coupera la première des sphères données en deux point 
dont chacun pourra être considéré comme un point de contact de ( 
sphère et d'une sphère nouvelle qui touchera les quatre premières- De j 
le centre de la nouvelle sphère sera le point oà le rayon CT, prolonge 
est nécessaire, rencontrera la droite OA. 

Il est bon d’observer que, eu égard au double signe renfermé ( 
chacun des binômes 

r,±.r\ r,^±:r, r, 

le nombre des positions différentes que pourra prendre la droit( 
sera 

9 /^ ~ 8 . 

Comme d’ailleurs, dans chacune de ses positions, la droite OB cou 
la première des sphères données en deux points au plus, il est ( 
que le nombre des sphères tangentes à quatre sphères données ne 
passera jamais le nombre 

a‘=i:i6. 

On pourrait, au lieu de s’arrêter aux formules (2) et ( 4 ), cher 
à déduire de ces formules les équations mêmes des droites OA, 
Alors, en raisonnant comme dans la recherche du cercle tange 
trois cercles donnés, on se trouverait conduit aux conclusions 
vantes : 

Soient 


R, R„ R,„ R, 


ce que deviennent 

^, 1 , 

quand on y pose p = o. Soient encore 


ce que deviennent 


quand on y pose simultanément 

x~a, y — h, ± P — r. 

Les équations de la droite OA pourront être réduites à la fc 


A, — .'il _ — .*R. _ — A _ 

k 7^ ~ K,, - R ~ ïtT^ U’ 


et, si l’on désigne par x, j, z, non plus les coordonnées cou 
droite 0 x 4 , mais celles de la droite OB, les équations de cei 
droite seront celles que comprend lafoi’mule 

,,,, R,-R R,-R R,,,-R 

<•’> ■-iîr=‘Kr= K7"' 

Si d’ailleurs on observe que R, R,, R„, R„,représentent le 
tangentes menées d’un point extérieur (a?, y, z) aux sphèr 
et K,, K,^, K„ les carrés des tangentes qui sont communes à 
sphère et aux trois autres, on se trouvera immédiatement c 
la formule (6), aux solutions qu’a données M. Gergonne d 
énoncé, en les tirant d’une analyse qui s’accorde au fond 
laquelle nous venons de recourir. 


249 . 

STxVTTSTIQüE. 

c. R., T. XVIII, p. 885 (i3 mai 1844 ). 

M. Augustin Cauchy présente à l’Académie deux opu 
vient de publier. 


P II.1111 ta opuscule a un rapport maniieste avec les travaux de Sta~ 
tistiquc dont se sont plusieurs fois occupés des membres de l’Aca- 
dtmie. Il cl pour titre : Considérations sur les moyens de prévenir les 
crimes et de réformer les criminels, 

M. Cauchy explique a quelle occasion cet opuscule a été composé. 

Appelé à faire partie du jury près la cour d’assises du département 
de la Seine, pour la dernière session de l’année 1843, M. Cauchy avait 
concouru à la rédaction d’une Note que les Jurés adressèrent à 
M. le Ministre de la Justice. Cette Note était conçue dans les termes 
suivants ; 


Noie sur: L’urgente nécessité d’une réforme dans le mode actuel 
de répression des délits et des crimes. 

Les jurés du département de la Seine, membres du jury près la cour 
d’assises pour la dernière session de l’année i 843 , après avoir mûre¬ 
ment rélléchi sur les obligations que la loi leur impose dans les fonc¬ 
tions qu’ils sont appelés à remplir, ont cru qu’un devoir sacré pour 
eux était de faire connaître à M. le Ministre de la Justice, au Gouver¬ 
nement et aux Chambres, la cruelle alternative dans laquelle ils se 
trouvent habituellement placés, en raison du mode actuel de répres-' 
sion des délits et des crimes. Après avoir juré devant Dieu et devant 
h'.s lioinmcs de ne trahir ni les intérêts de l’accusé, ni ceux de la société 
qui l’accuse, les jurés ont la douleur de ne pouvoir satisfaire ni à l’un 
ni ,à l’autre de ces deux intérêts, simultanément compromis par la 
législation pénale existante. Si le jury acquitte un coupable, la société 
n’est point vengée, et il est fort douteux que le repentir que l’accusé a 
pu témoigner à l’audience soit assez persévérant pour le prémunir 
contre la tentation de commettre de nouveaux crimes. Le jury le ■con¬ 
damne-t-il? Ce sera bien pis encore, surtout si l’accusé est novice et 
comparaît pour la première fois devant la cour d’assises. Le bienfait 
d’une bonne éducation lui avait manqué. Il va maintenant recevoir 
des leçons de crime; et la prison fera, d’un homme entraîné par de 
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mauvaises passions ou de mauvais exemples, un scélérat p 
cipes, un scélérat consommé. Non seulement nos prisons act 
corrigent pas, mais elles dépravent ; cela est hors de doute. Ella 
à la société des citoyens heaucoup plus dangereux que ceux quell 
reçus {' ). 

D’après ces faits irrécusables, on ne doit pas s’étonner d( 
gression effrayante des délits et des crimes qui se multiplieni 
manière que, de i 83 o à i 84 i, le nombre des poui’suites ju 
s’est élevé de 62000 à 96000 (-). 

Pour arrêter cette multiplication des délits et des crimes 
drait évidemment : 1° procurer aux enfants des classes pau 
surtout à ceux qui, élevés dans la misère et dans le vice, dev 
plus tard le fléau de la société, la bonne éducation dont ils so 
râlement privés ; 

2" Soustraire les prévenus et les condamnés aux leçons c 
qu’ils reçoivent dans les prisons; 

3 " Faciliter la réforme des condamnés et leur retour au 
leur faisant donner dans les prisons la bonne éducation dor 
été généralement privés avant leur condamnation; 

/(“ Prendre des mesures telles que, parmi les coupables, cl 
ceux qui rentrent dans la vie commune après l’expiration 
peine ne soit pas considéré et ne se considère pas lui-mêmi 
un ennemi de la société. 

N’existe-t-il aucun moyen d’obtenir en France les amélior 
les réformes que nous venons d’indiquer? Répondre négative 
serait faire injure à notre patrie, à cette France qui s’est toujoi 
trée jalouse de marcher à la tête de la civilisation européenne 
les ressources précieuses qu’offrent des institutions toutes fi 
deviennent la garantie de succès déjà constatés par l’exp 


lorsque la maison centrale ne iNimes, lorsque les colonies agri 
de Marseille et de Mettray prouvent d’une manière invincible la 
sibilité d’obtenir la réforme des prisons et même la réforme dei 
minels. 

En priant M. le Ministre de la Justice de vouloir bien ordo 
ou provoquer les mesures administratives et législatives qui do 
assurer le succès d’une réforme devenue nécessaire dans le i 
actuel de répression des délits et des crimes, en réclamant pou 
objet le concours du Gouvernement et des Chambres, le concour 
Conseils municipal et départemental de la ville de Paris, et mên 
toutes les villes de France; enfin le concours des jurés qui leur 
céderont dans les pénibles fonctions qui leur sont confiées; les i 
signés ont la douce satisfaction de songer qu’ils remplissent un d 
qui leur est prescrit par l’intérêt général de leurs concitoyens, e 
leur pensée sera comprise par les Français de toutes les opinions 
tous les partis. 


Après avoir revêtu de leurs signatures la Note qu’on vient de 
les jurés avaient chargé cinq d’entre eux de faire les démarche 
pouvaient être utiles pour la réalisation des voeux exprimés dans 
Note. La Commission instituée à cet effet se trouvait compost 
MM. Edouard ïhayer, membre du Conseil général du départeme 
la Seine; le baron Augustin Cauchy, membre de l’Institut; É 
Reiss, docteur médecin, et Rousselle-Charlard, juge suppléant a 
bunal de Commerce. 

M. le baron Zangiacomi, président de la Cour d’assises, avait 
voulu accepter la proposition do transmettre lui-méme la Note s 
par MM. les jurés à M. le Ministre de la Justice. 

M. Augustin Cauchy fut chargé par la Commission de commun: 
cette Note à M. de Tocqueville, membre de l’Institut, et rappo 
du projet de loi sur les prisons. Celui-ci témoigna le désir d( 
quelques réflexions que M. Cauchy avait tracées sur le papier, e 
étaient en quelque sorte un développement de la Note elle-n: 


M. Cauchy s’empressa de les lui remettre, et quelques jours 
il reçut la Lettre suivante : 


Monsieur, j’ai lu attentivement le manuscrit que vous avez bien 
confier. Cette lecture a été pour moi d’un intérêt extrême,, et je ne 
vous remercier de m’avoir permis de la faire. Je pense que la pub 
cet opuscule servirait puissamment la cause de la réforme. 


Veuillez, etc., 


Acexis de Tocquev) 


Paris, ce i5 avril i844- 


Ainsi, en publiant les considéraiions qu’il présente à l’r^ 
M. Cauchy ne fait autre chose que se conformer au væu ex| 
l’honorable rapporteur du projet de loi sur les prisons. 

Le second opuscule, présenté par M. Augustin Cauch; 
ti tre : Mémoire à consulter, adressé aux membres des deux i 
Ce Mémoire se rattache à la question que l’auteur avait dt 
dans l’Ouvrage précédemment offert à l’Académie ('), et 
Considérations sur les ordres religieux, adressées aux amis dt 
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Analyse m.atiié.matique. — Rapport sur un Mémoire- de M . 1 
relatif au calcul des variations. 

C. R., T. XVIlIj p. 920 (20 mai i 844 )- 

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de 
compte d’un Mémoire de M. Laurent qui a pour titre : M 
le calcul des variations. 

L’Académie se rappelle que, dans sa séance publique (' 
let 1840, elle avait proposé pour sujet du grand prix de 

( ‘) C. R., T. XVIII, p. 476 (18 mars i 844 )- 


lauLiiL'mcUiijuuo Ici niiuMiuu buivaaiL-, rciaiive au calcul ues variations ; 
Trouver les équations aux limites que l’on doit joindre aux équations indé¬ 
finies pour déterminer complètement les maxima et rninima des intégrales 
multiples. Le programme exigeait de plus des exemples de l’application 
de la méthode à des intégrales triples. 

L’xicadémic se rappelle encore que, parmi les Mémoires envoyés au 
concours, run, dont l’auteur était M. Sarrus, a remporté le prix, 
tandis qu’un autre, dont l’auteur était M. Delaunay, a été jugé digne 
d’une, mention lionorable. 

Le Mémoire de M. Laurent a été adressé à l’Académie après l’expi¬ 
ration du concours, mais avant l’époque à laquelle les juges du con¬ 
cours ont fait connaître le résultat de leur examen. M. Laurent n’a 
donc pu avoir aucune connaissance des Mémoires des concurrents, 
dette circonstance augmente l’intérêt qui s’attache à son travail. 

L’application du calcul des variations à la recherche des maxima et 
rninima des intégrales multiples réclamait avant tout do nouvelles for¬ 
mules d’intégration par parties et une notation nouvelle qui permît 
d’écrire facilement ces nouvelles formules. Les juges du concours 
avaient particulièrement remarqué les paragraphes relatifs à ces deux 
objets dans le Mémoire de M. Sarrus. Les paragraphes correspondants 
du Mémoire de M. Laurent sont aussi dignes de renïarque. Les deux 
auteurs ont employé des méthodes différentes pour établir les for¬ 
mules d’intégration par parties; mais ces formules sont en réalité les 
mêmes dans les deux Mémoires, quoiqu’elles s’y trouvent écrites à 
l’aide de deux notations distinctes. Nous ajouterons que, ces formules 
une fois établies, M. Laurent se sert, pour obtenir les équations aux 
limites, de raisonnements analogues à ceux dont 31 . Sarrus avait fait 
usage. 

D’ailleurs le Mémoire de 31 . Laurent renferme, sur les diverses 
manières de vérifier les équations aux limites, des observations qui 
ne sont pas sans intérêt. 

Nous ne dissimulerons pas que, parmi les méthodes employées par 
31 . Laurent, quelques-unes peuvent être considérées plutôt comme des 

OEwres de C . — S. I, t. VIII. ^'7 



mémodes d induction que comme aes memoaes panaiieine 
reuses. Mais il est généralement facile de constater l’exact 
résultats obtenus par ces méthodes qui, pour l’ordinaire, p( 
d’effectuer assez simplement les calculs. 

En résumé, nous croyons que le Mémoire de M. Laurent 
d’être approuvé par l’Académie et d’être inséré dans le ü 
Savants étrangers. 
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Physique mathématique. — Observations à l’occasion d’um 
de M. Laurent ('). 


C. R., T. XVIII, p. 940 (20 mai i 844 ). 


M. Cauchy a clairement indiqué la méthode rationnelle t 
laquelle il avait recherché les conditions analytiques de la po 
circulaire. Il a dit expressément, dans la séance du i 4 novem' 
Au lieu de former k priori les équations différentielles d’après la 
forces et des systèmes de molécules supposées connus, et d’intég 

(^) Extrait d'une Lettre de M. Laurent à M. Ara go. 

La théorie de la polarisation mobile en est encore aujourd’hui au point 
Fresnel. M. Cauchy, il est vrai, a donné des équations différentielles propres 
l’explication de ces phénomènes telle que l’a présentée l’illustre physicien qu 
citer; mais ces équations sont purement empiriques. En effet, M. Cauchy h 
en admettant a priori précisément ce qu’il serait très important de vérifier, 
dans certains systèmes de molécules, les mouvements simples polarisés ci 
en sens contraire se propagent nécessairement avec des vitesses différentes. 1 
ôiiuations empiriques sont incompatibles avec celles qui représentent les lois 
ments d’un système, ou même de deux systèmes isotropes de points maté 
depuis quatorze ans, M. Cauchy donne comme représentant les lois des me 
la lumière dans les corps diaphanes. En un mot, il est mathématiquement in 
dans un système, ou môme deux systèmes isotropes de points matériels, ( 
ments simples polarisés circulairement en sens contraire doivent necessaire 
pager avec des vitesses différentes. Ainsi donc, si l’on adopte l’hypothèse de 
riels admise sans réserve par M. Cauchy pour former les équations du mou 


ces équations aijjerentieiLes pour en déduire tes phenomenes obsere>i 
me suis proposé de remonter de ces phénomènes aux équations des 
vemenls infiniment petits. Les principes généraux qui serçent à la sol 
de ce problème sont exposés dans le premier des deux Mémoires qm 
Vhonneur de soumettre à V Académie. Parmi ces prin cipes, il en est 
surtout quil importe de signaler. Un premier principe, etc. (t’c 
Tome XV des Comptes rendus, p. 911-913) (^). 

C’est en s’appuyant sur les principes rappelés dans le passage 
nous venons de transcrire les premières lignes, que M. Cau( 
obtenu les conditions analytiques de la polarisation circulaire, 
dit, page 9t3 : Ces conditions se réduisent à deux, et, pour que la pi 
sation d'un rayon lumineux devienne circulaire, il suffit que la dilal 
symbolique du ixüiime s évanouisse avec la somme des carrés des 
déplacements symboliques de chaque molécule. Ces conditions, qui é1 
effectivement véritiées dans les formules données par M. Caucli 
devront pas cesser de rétro si le mouvement se trouve repré 
par des équations différentielles qui renferment six inconnues a 
de trois, 

M. Laurent observe que les équations différentielles de la pol 
lion chromatique sont incompatibles avec celles qui représentent les 

lumière, il faut néccssairemenl admcllro que TexplicaLion des phénomènes de la 
salion mobile donnée [)ai’ Frcsnel est inexacte, et il en résulterait une objection s 
contre le système des ondulations, dont toutes les formules ne pourraient plus êt 
sidérées que comme empiriques. Voilà l’état actuel de la question. Je pense que ^ 
moins, Monsieur, partisan déclaré du système des ondulations, non seulement pour 
soiitcr les lois des phénomènes lumineux, mais encore pour en donner l’explicatior] 
vous verrez avec plaisir que l’explication que Fresnel a donnée des importants 
mènes do polarisation mobile que vous avez signalés le premier est une cons( 
nécessaire de rtiypolhèso de molécules à dimensions sensibles. Dans le Mémoire 
l’honneur de vous adresser, je ne considère, il est vrai, qu un système unique d 
roïdes ; mais los conséquences auxquelles j’arrive subsistent, si 1 on considère un i 
de sphéroïdes et un système de points matériels qui coexistent dans une portion 
do l’espace. Il est donc prouvé que les molécules des corps ont des dimensions se 
J’attache d’autant plus d’importance à ce résultat, qu’on devra nécessairement a 
les conséquences vraiment extraordinaires qui en résultent, et que je me propose 
communiquer au fur et à mesure que le peu de loisirs dont je dispose me perm 
les rédiger. 

) DE livres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 0.0^. 


vements d'un système isotrope de points matériels, telles que j\ 
les a données dans les Exercices. Cette proposition est évi 
elle-même, puisque, pour passer des unes aux autres, il 
évanouir la fonction désignée par la lettre G dans le Mé 
i4 novembre 1842 (t. XV des Comprtes rendus'), et que, en 
cette fonction à zéro, on fait précisément disparaitre la pc 
circulaire. 11 y a plus : dans le Mémoire cité, aussi bien qu 
nouvelles recherches qu’il a présentées à l’Académie le 22 
nier, M. Cauchy avait déjà signalé la différence qui existe 
deux espèces d’équations, dont les unes sc réduisent a 
lorsque la fonction G s'évanouit (voir le tome XV des Compt 
p.9iG)(0. 

Ce n’est pas tout. Si M. Laurent veut bien prendre la pein 
attentivement les Mémoires de M. Cauchy, relatifs à la po 
circulaire (i4 novembre et 12 décembre 1842), il reconn 
l’auteur n’y a pas réduit les molécules à do simples points 
4 L Cauchy a dit, page 911 (y) •. Le nombre des coefficients 
ferment les équations des mouvements infiniment petits d’u 
de molécules se trouvera encore considérablement augmenté, s 
compte, avec quelques auteurs, des rotations des molécules, ou, 
même, des divers atomes qui peuvent composer une seule molécia 
croîtra de nouveau, si l’on considère deux ou plusieurs système 
cules au lieu d’un seul, etc. M. Cauchy a dit encore, dans h 
du 12 décembre 1842 (uoffle t. XV des Comptes rendus, p. ’ 
Soient, au bout du temps t, y], ‘C les déplacements d’une m 
plutôt de son centre de gravité; et il est clair qu’il n’y a lieu à 
centre de gravité d’une molécule que dans le cas où cette m( 
se réduit pas à un simple point matériel. 

Reste à savoir si M. Laurent est parvenu à établir a priori 
tiens différentielles de la polarisation chromatique, en par 

(1) OEiivres de Cauchy, S. L T. VII, p. 208. 

(2) Ihid,, p. 201. 

( 3 ) Ihid., p. 219. 


seule considération des actions mutuelles de molécules dont les d 
siens ne sont pas supposées nullcs. 

Pour se former à ce sujet une opinion raisonnée, il sera néces 
non seulement de lire avec attention la Note deM. Laurent, mais c 
de connaitre le développement des calculs dont cette Note offr 
lerncnt un aperçu. Si M. Laurent a effectivement démontré qu’oi 
obtenir un système de sphéroïdes qui présente les phénomènes 
polarisation circulaire, cette proposition constituera, dans la f 
do la polarisation, un nouveau progrès auquel M. Cauchy s’empr 
d’applaudir. 
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PiiYSiQun M.VTiU'ni.vriQUi;. — Mémoire sur la théorie de la polarü 

chromatique. 

C. R., T. XVIII, p. 961 (27 mai 1844). 

Une Lettre de M. Laurent, lue en partie seulement à la di 
séance, mais insérée tout entière dans le Compte rendu, commei 
CCS mots : La théorie de la polarisation mobile en, est encore aujoi 
an point où l’a laissée Fresnel. Pour savoir si cette propositi 
exacte, voyons d’ahord cc qui doit constituer une théorie. 

Si nous ignorons l’essence intime de la matière, nous pouv 
moins observer les phénomènes qui se produisent sous nos yeu> 
étudier les phases diverses. Or la théorie d’un phénomène est i 
lerncnt censée connue, quand on est parvenu à la connaissai 
lois qui le régissent. D’ailleurs la découverte de ces lois n 
ordinairement l’affaire d’un jour, ni le fruit des recherches d 
homme. Le plus souvent on commence par déduire de 1 obseï 
non pas les lois véritables, mais des lois approchées; plustaid, 
du calcul, on découvre les modifications ou perturbations que 
subir ces mêmes lois. Ainsi, par exemple, en Astronomie, K 


aeaLiu ue i ODstirvcition its luib uu muuYümüui eiiipti^uü uua pi 
mais, comme en réalité les orbites planétaires ne sont pas de vé 
ellipses, le mouvement elliptique se trouve altéré par des pe 
tions dont le calcul est l’objet principal de diverses méthodes 
tées par les géomètres. De même, en étudiant le phénomèn 
réfraction des rayons lumineux produite par la surface d’un co 
phane. Descartes a conclu de ses expériences que le sinus d’iir 
est proportionnel au sinus de réfraction; et par suite le rappor 
deux sinus, ou l’indice do réfraction, a dû être considéré corn 
constante dont la valeur pouvait s’exprimer en chiffres pour 
substance. Mais, en y regardant de plus près, on a reconnu 
indice variait pour un même corps, quoique dans des limites as 
treintes, avec la nature delà couleur; et dès lors il importait de 
vrir les lois de cette variation. Ce problème offrait d’auta 
d’intérêt que la dispersion de la lumière était regardée, par le 
sans du système de l’émission, comme une objection grave c 
système des ondulations lumineuses. On sait que cette objec 
maintenant résolue. Je suis parvenu, en i. 83 o, à établir les U 
dispersion de la lumière. En vertu de ces lois, que j’ai déve 
dans les Nouveaux Exercices de Malhémaliques ('), les difl 
entre les indices de réfraction correspondants à diverses c 
sont sensiblement proportionnelles aux différences entre les ii 
inverses des carrés des longueurs d’ondulation dans l’air ou 
vide. Cette conséquence de la théorie de la dispersion cstcffecl 
conforme aux résultats des expériences de Fraunliofer, coi 
peut le voir dans le Mémoire que j’ai présenté à l’Académie h 
cembre 1842 ('). 

En Physique, aussi bien qu’en Mécanique, les lois d’un plié 
se trouvent ordinairement repi’ésentées par les intégrales de 
systèmes d’équations différentielles. Donc alors la connaissanc 
équations et de leurs intégrales constitue ce qu’on pourrait aj: 

{‘) OEuvres de Cauchy, S. ü, T. X. 

C') OEuvres de Cauchy, S. I, T. Vit, p. -112 et suiv. 


lUcorie complété du phenomene. Ainsi, par exemple, en Astr 
le principe de la gravitation universelle fournit immédiater 
équations différentielles des mouvements planétaires; et la th 
ces mouvements se trouvei-a portée au plus haut degré de pe 
qu’elle puisse atteindre, lorsque les géomètres seront parven 
mer, dans tous les cas, avec le moins de travail possilile, les in 
de CCS équations différentielles. Paimillement, la théorie mathé 
de la dispersion se trouve comprise tout entière dans certain 
tiens différentielles linéaires dont j’ai donné la forme et les in 
savoir, dans les équations qu’on obtient quand on considère 
comme je l’avais fait en 1827 et 1828, les mouvements in 
petits d’un système quelconque de points matériels sollicité: 
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et quand on i 
ensuite dans le calcul les conditions qui expriment que le 
devient isotrope, comme je l’ai fait dans les Nouveaux Exercici 
divers Mémoires présentés à l’Académie. 

Appliquons maintenant les notions générales que nous vi 
rappeler au phénomène de la polarisation chromatique. 

Kh étudiant ce phénomène, découvert, comme l’on sait, pari 
.M. Biot a reconnu que, si l’on fait tomber un rayon polarise 
plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement à l’ax 
de polarisation tournera proportionnellement à l’épaisseur di 
et avec une vitesse angulaire qui sera différente pour les dive 
leurs. Par suite, ainsi que l’a remarqué Fresnel, le rayon qui 
la plaque pourra être considéré comme résultant de la supt 
de deux rayons simples, polarisés circulairement, mais 
vitesses de propagation différentes. 11 y a plus : M. Biot a coi 
périenccs faites avec beaucoup de précision que, pour des ra^ 
risés de couleurs diverses, les indices de rotation sont, à tiès 
réciproquement proportionnels aux carrés des longueuis d a 
tefois cette loi cesse d’être exacte, ainsi que M. Biot l’a 
lui-même, quand on substitue au cristal de roche certain 
isophanes qui présentent aussi le phénomène de la polarisa 
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matiquc. Mais comment la loi trouvée par M. Biot doit-elle êtr 
modifiée? En d’autres termes, quelles sont les lois de ce qu’o 
appeler la dispersion circulaire? C’est pour arriver à les découvi 
était possible, que j’ai imaginé la méthode rationnelle qui se 
(ixposée dans mon Mémoire du i 4 novembre 1842. Cette métlu 
fondée sur de nouveaux principes qui sc rapportent à la Méc 
moléculaire et aux phénomènes représentés par des systèmes c 
tions linéaires aux dérivées partielles, par conséquent aux phéne 
produits par les mouvements infiniment petits dépeints matér 
même de molécules à dimensions finies. Parmi ces principes, il 
un surtout qui me paraissait digne de remarque. Je prouvais 
un mouvement infiniment petit, propagé dans un ynilieu donné, pi 
considéré comme résultant de la superposition de plusieurs /nom 
simples, chacun de ceux-ci pourra encore se propager dans ce 
milieu, pourvu toutefois que les moiweme/its simples, superposés 
aux autres, soient en nombre fini, et correspondent à des symboles 
té/'istiques différents. Il résultait de ce principe que, dans la pc 
tion chromatique, les deux rayons simples, polarisés circulais 
sont bien réellement deux rayons distincts dont chacun peut c 
larisé circulairement par le milieu soumis à rexpériencc. Maisc 
pas tout : la méthode rationnelle que j’avais imaginée pour rei 
des phénomènes aux équations linéaires qui peuvent les reprt 
m’avait fourni, d’une part, les conditions analytiques de la polar 
circulaire, et, d’autre part, les équations linéaires de la polar 
chromatique. D’ailleurs, ces dernières équations étant formées, 
en déduire les lois de la dispersion circulaire dans les mille 
ofl’rent le phénomène de la polarisation chromatique, et obtcnii 
dans le Mémoire du 12 décembre 1842, la théorie mathématiqu 
phénomène. En vertu de ces lois, si l’on multiplie les indices d 
tion relatifs aux diverses couleurs par les carrés des lonaucurs d 


carres de nombres réciproquement proportionnels aux longue 
ondulations. Ces deux espèces de différences seront donc prop 
nelles les unes aux autres, si l’on réduit les séries à leurs pr 
ternaes. Or ce résultat remarquable se trouve précisément d’ 
avec les résultats numériques des expériences de M. Biot sur 
tartrique étendu d’eau. 

La théorie de la dispersion circulaire, qui devait nécessaii 
entrer dans la théorie complète de la polarisation chromatique, 
détermine ce qu’on peut appeler les perturhalions de ce phénomé 
été assurément ni établie, ni même indiquée par Fresnel. S 
M. Laurent considère la théorie de la polarisation mobile comm 
encore au point où l’a laissée Fresnel, je devais penser qu’à s( 
ma théorie de la dispersion circulaire est inexacte. A la vér 
lisant sa Lettre imprimée dans le dernier Compte rendu, j’ai pu 
un instant qu’il obtenait, pour représenter la polarisation a 
tique, des équations distinctes de celles auxquelles j’étais pa 
Celles qu’il donne paraissent, au premier abord, renfermer six 
nues au lieu de trois. Mais, dans l’application qu’il en fait à la 
sation chromatique, les trois dernières inconnues se réduise 
trois premières, et l’on se trouve ramené aux équations que 
obtenues. C’est ce dont M. Laurent lui-même pourra facilemei 
surer, en comparant ses formules aux miennes; et alors il recoi 
que ses formules doivent donner, pour la polarisation chrom 
précisément les lois auxquelles j’étais parvenu dans le Même 
12 décembre 1842. 

La seule question qui reste encore indécise consiste à savoir 
doit être la constitution d’un système de molécules et la nature d 
actions mutuelles, pour que les mouvements infiniment petit! 
système puissent être représentés par les équations différentie 
la polarisation chi’omatique. C’est en cherchant à résoudre cetti 
tion que j’avais construit, dans le Mémoire du 5 décembre 18 


( 1 ) OEuvres de Cauchy^ S. II, T. VIT, p. an. 
OEuvresde C.— S. I, t. VIII. 
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les lormuies que j ai repruuuiies uaiis le KjurnpLt^ rc^icuu, uu la 
22 avril i 844> et qui représentent les mouvements d’un s 
molécules à dimensions finies. J’avais même conclu de ce 
que, dans le cas où le système devient isotrope, et où l’on i 
termes du même ordre que les cubes des dimensions des i 
les mouvements infiniment petits des centres de gravité S' 
sentés par des équations semblables à celles que fournirait u 
de points matériels. Donc, dans ce cas, ce système de mole 
incapable, comme un système de points matériels, de produi 
risation chromatique. Ainsi, relativement à la dernière qui 
je viens d’énoncer, j’étais arrivé seulement à exclure certain 
moléculaires et à établir des propositions négatives. M. Lan 
effectivement parvenu à trouver des systèmes qui fourr 
équations obtenues? C’est ce que je me propose d’examiiK 
autre article. 


Analyse. 

§ I. — Sur les équations différentielles de la polarisation chn. 

Considérons un mouvement infiniment petit du fluide é 
un milieu isophane. Nommons m la molécule d’étlier qui 
primitivement avec le point dont les coordonnées rec tangulai 
X, r, z; et supposons que, au bout du temps t, l’on rcprésc 
Y], ‘C les déplacements de cette molécule, ou plutôt de son 
gravité, mesurés parallèlement aux axes des x, y, z. Soit en 

L* — -H Dj.Y] -h D- Ç. 

D’après la théorie que nous avons exposée dans les Méi 
i4 novembre et 12 décembre 1842, les équations linéaires 
représenter le phénomène de la polarisation chromatique s 
forme 

j (D|-E)^-FD=,u = G(D,y5-JD^Ç), 

(D|-E)Y)-FDyU = G(D^Ç-D4), 

( (D?-E)Ç-FD,ür=G(D^|-D:,-fl), 


(I) 


E, F, (j désignant trois fonctions entières de la somme 

D|h-D^ 4-D| C). 

(comparons maintenant les formules (i) avec celles que fournit 
l’analyse de M. Laurent. 

Supposons que, les rotations des molécules étant infiniment petites, 
comme leurs déplacements, la rotation infiniment petite de la molé¬ 
cule in soit représentée, au bout du temps t, par l’angle 6; et. nom¬ 
mons 

fi, y 

les produits do cet angle infiniment petit par les cosinus des angles 
que forme l’axe de rotation avec les axes des æ, y, z. Les trois quan¬ 
tités X, [J., V seront trois angles infiniment petits, propres à mesurer ce 
qu’on appelle les rotations de la molécule autour des axes des y 
et Z. Soit d’ailleurs 

O A —f- Dje ^ “4~ D- V, 

Les équations que M. Laurent a données dans le Compte rendu de la 
séance du 20 mai (p. gdS) pourront être simplifiées par des change¬ 
ments de notation et réduites aux formules 


(a) 


(3) 


(üf-E)?-FD^u =G(D,fi-Dyv), 


(DI-E)n-FDyU =G(D^y-D.X), 
( (D|-E)Ç-FD=u =G(D^>,-D^fi); 

j (D| - E,)l - F,D^cp r= G,(D,r, - ), 

(D?-E,)fi-F,D^9 = G,(D.Ç - D 4 ), 
( (I)|-E,)y-F,D^9 = G,(Dy?-D^Y5), 


(•) Dans le Mémoire du i 4 novembre 1842 (voir le Tome XV des Comptes rendtis. 
p. giC {"■), nous avons supposé que le terme indépendant de la somme DJ-h D|.-f-D| 
s’évanouissait dans la fonction E. Cette supposition n’est pas une conséquence nécessaire 
des conditions analytiques de la polarisation circulaire énoncées dans le même Mémoire 
[p. 9x3 («)]; mais elle donne des résultats conformes à ceux que fournissent les expé¬ 
riences, et d’ailleurs elle so vérifie toujours quand la polarisation chromatique disparaît. 


{«) ÜEuvres de Cauchy, S. I, T. YIl, p. 20S et 206. 


li, F, Lr; ü,, r,, ij, aesignani aes loncuons enucres ut; la &uiui. 

D2 ^-D^ + D^ 

Or, pour déduire de ces équations le phénomène de la pol 
chromatique, M. Laurent considère le cas où l’on aurait 

(4) E,=E, G,= G. 

Alors on satisfait aux équations (2) ou ( 3 ) en prenant 

(5) u^o 
et, de plus, 

(6) X = = v = Ç, 

(7) 9=:u=:0. 

Les conditions ( 5 ), (6), (7) se trouvent effectivement remp 
les formules définitives auxquelles parvient M. Laurent. Or h 
tiens (6) réduisent évidemment les équations (2) aux équal 

§ IL — Sur les équations d’équilibre et de mouvement d’un s 

de molécules. 

Les équations que j’ai reproduites dans la séance du 22 i 
nier, en les extrayant du cahier paraphé par M. Arago à la s 
5 décembre 1842, se trouvaient appliquées, dans ce même C! 
cas où, pour chacune des molécules que l’on considère, les 
d’inertie relatifs au centre de gravité sont tous égaux entre et 
l’on néglige dans le calcul les termes qui sont du même ordn 
cubes des dimensions des molécules. Je vais reproduire er 
mots cette application; et, en la reproduisant, je conserverai 
tiens dont j’ai fait usage dans le Compte rendu de la séance di 
(p. igS, 194)- Seulement, pour abréger, je poserai 

èx — fy — 1 ), — i, 

J[x-^ — + A </l7 = D,, ctiz-h A cfiz ~ 


Cela posé, les formules (i), (2), ( 3 ) des pages 193, 194 donner 

[*=*22 (Mt)[m] (Aj; + ï,— ï)/(t), 

(O .’ 

•C = S22 + 3,)p - (Aj + ?,).'] /(C. 


la valeur de •c'^ étant 


(2) (Aaî + ï, —1:-)2+ (Ay + — 1))=-+- (A:; 4- 3, — 3)^ 

On aura d’ailleurs 

( 3 ) /• 2 =Aæ 2 +A 7 ’--i-As 2 ; 
et si l’on pose, pour abréger, 

I ç = (9 —ï)Ax'-4-(p,— p)Ay4-(3,—3)A3, 

I r--=(*,-*)^H-(p,-p)^+(3,-3r, 

la formule (2) donnei'a 


par conséquent 
( 6 ) 


i- = /■ n- 


2Ç + ' 


Concevons maintenant que l’on développe t et /(t) suivant les 
sances descendantes de r, et que dans les développements on n 
les termes comparables aux cubes des dimensions des molécuf 
trouvera 




Comme on aura d’ailleurs 


( 7 ) 


= ni, 2 ^"*^ 

zz: 

(8) 

12('")* ='^> 

2(nt)t) = 0 , 

2 

< 

2[»î]9,= o, 



et, par suite, 

( 9 ) 

on tirera des formules (i) 

I=s2;2<">[”■] I/<'■> + + ê [/'<'■'- 

I -t-s (in)[TO]s(ïi —»•)/'('■), 

(10) / . 

C = S 22 ('«) ['«l 7- /' ('■) [’ - ■' V]. 

Ajoutons que, eu égard aux formules ( 4 ), (7), (B), on aura 

22 (in) [m] izimw, 

22 ~ "*2 (*■-+-1)'^+3‘^) H- >»2 

22 (m) [ 77 ?.]ç 2 =r 77 i 2 (ni) (ï à.æ + 1 ; Aj + 3 As)- 

+- m 2 [m] (*, A-» + 9, Ay H- 3 , A- )4 
22 (m) [/?i] ç(ï,--i*) (m) i* (v -f- 1 ) Ar + 3 Ag) 

4-m 2 [77i]if,(ï,Aic + i),Ay + 3,A3), 

22 =~ "*2 ('”)?>(* A. 2 Î H- 1 ) Ay 4- 3 A;), 

22 (m) [777] Ç 3 = — 771 2 ("C 3 (ï Aa: 4 - i) Ay + 3 A 3 ) . 





D autre part, les formules (7), (8) des pages igS, 196 cl 

/ ï=rax+êy + yz, 

(*0 I 5 = oc'x + S'y + y'Z, 

( } = a"x 4- 0"y + y"z; 

I — (a 4- A(z )x,+ (S 4 - A6 )y,4- (y 4 - Ay )z,, 
(' 2 ) I 9, = (a'4-Asi')x,4-(6'4-A8')y,4-(y'4-Ay')z„ 

( 3 , = ( a" 4 - Aa" ) X, + ( S" 4 - AS" ) y, + ( y" 4 - Ay" ) Z, 


et, puisque les coordonnées x, y, z ou x,, y,, z, se rappor 
principaux menés par le centre de gravité de la molécu 
aura 


(2('«)yz = 0 , 
(•3) 

( 2 ['«]y,z,=o. 

2(m)zx 0 = 0 , 

2("«)xy 

Cela posé, si l’on fait 



( ^ =a, 

(•4) ] 

( 2 ['«]x; = a„ 

2("')y^ =b. 


on trouvera 



/ ^(in)r2 rraoc^ 

-f~ b -f- cy“, 



1 =a«'a"4-b6'6"4-cy'y". 


— a,(oc 4” Aoc)“ 4“ (S 4~ AS)" 4- cdy “H ^y)^, 


(16) { 

1 »/(«'+ Aoc')(oc" 4- Aoc")4-b,(S'4-A6')(6"4 

f +C,(/+Ay')(y"4-Ay"), 






UHüs le cas |jarucuiicr uu, pour ciiaque muicciuc, ics uiui 
d’inertie principaux relatifs au centre de gravité seront égaux 
eux, on aura 

a — b = c, 
a,^b,= c,. 


Alors les formules (i 5 ), (i6) donneront 

I ^ («)*’- («Iv- =_2 (m)i2 

07 ) • 

=^(‘") 3 ï =^(m)ït) 


= a, 

= 0 ; 


(. 8 ) 




et l’on aura, par suite, 

22 (m)[TO]T = 3{7?ia H-ma,), 

(«îa-f-ma,)r% 

22 (m) [m]ç(ï — *,) — (ma -+- ma,) Aa?, 
^^('n)["î]sp=—waAj, 

22 (m) [»i]ç3 =—/na As. 

Cela posé, les formules (lo) donneront 

(19) C^’ = '«S[mf(r)A^], ^ = m S [/tz .T^) Aj], S> rr: m S [m .f (/• 

311=0, 3b =o, 

la fonction ÿ(r) étant déterminée par la formule 
Lorsqu’on suppose lés molécules réduites à des points matériel 


V. Y J VI V. IH 111 CI l t 


Donc, cette dernière supposition et celle que nous avons précédeni- 
nient adoptée conduisent à des valeurs semblables de -x, y, ü, qu’on 
déduit immédiatement les unes des autres par la substitution de la 
fonction/(/-) à la fonction #(r), ou de 3(r) à/(r). Donc, dans l’un et 
1 autri' cas, les équations d’équilibre et de mouvement conservent les 
mêmes formes et représentent les mêmes phénomènes. 


253. 


(l.vi.ciii, INTKCUAL. — Mémoire surlasubsliliiliojides fonctioiïs non périodiques 
aux fondions périodiques dans les intégrales définies. 


C. R.. T. XVllI, p. 1072 (10 juin i844j- 


On sait qu’une intégrale définie est toujours équivalente au produit 
de la différence entre les limites par une quantité comprise entre la 
pins petite et la plus grande valeur de la fonction sous le signe / sup¬ 
posée réelle. Dans le cas où cette fonction conserve constamment le 
mémi^ signe pour des valeurs de la variable comprises entre les deux 
limites, la proposition que nous venons de rappeler fournit à la fois, 
et le signe d(' l’intégrale définie, et deux quantités entre lesquelles sa 
valeur numérique se trouve comprise. Il n’en est plus ainsi dans le 
cas où la fonction sous le signe j est une fonction périodique qui 
(diange plusieurs fois de signe entre les limites. On conçoit donc qu’il 
peut être souvent utile de substituer, dans les intégrales définies, 
des fonctions non périodiques à des fonctions périodiques. On y par¬ 
vient à l’aide de la méthode qui se trouve exposée dans mon Mémoire 
de t 8 i 4 sur le passage du réel à l’imaginaire. Mais l’application de 

39 


OKm-resdeC.- - S. l,t. VUI. 
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cette méthode exige quelquefois des artifices d’analyse qu’il convie! 
de signaler. Ces artifices conduisent d’ailleurs à des résultats qui i 
sont pas sans impoi’tance, spécialement à une transformation rema 
quable de certaines intégrales que l’on rencontre en Astronomie, > 
de diverses transcendantes qui comprennent ces intégrales comn 
cas particulier. C’est ce que l’on verra dans le présent Mémoire. 


Analyse. 


vij l. — Sur le passage des intégrales indéjlnies aux intégrales définies. 

Soient F(a!) et/fæ) deux fonctions telles que l’on ait 


(O 


1)^ F(j?) =/(.r !; 


on aura encore 

(•O. 



dx — F ( j.: ) 4- COIlSt., 


et l’équation (2) fournira ce qu’on appelle la valeur de l’intégra 
indéfinie 

J"dx. 

Si d’ailleurs on nomme 

X(j, X 

deux valeurs réelles de x, alors, en passant de l’intégrale indéfinie 


à l’intégrale définie 



dx 



x ) dx, 


on trouvera généralement 
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la limite æ = X. Si cette même fonction devenait infinie pour une 
valeur a de x comprise entre ces mêmes limites, alors, ainsi que nous 
l’avons dit ailleurs, la notation 



devrait être considérée comme propre à représenter la limite vers 
laquelle converge la somme 

/ ( X )dx+ f f{ x ) dx. 



tandis que les nombres £, s' s’approchent indéfiniment de zéro. Cette 
limite pourrait d’ailleurs être finie ou infinie, ou même indéterminée; 

car, dans certains cas, elle dépendra du rapport ou plutôt de la 
limite de ce rapport, et alors la valeur principale de l’intégrale sera 
celle qu’on obtiendra en posant s'-- £ ou, ce qui revient au même, 

g' 


Dans mes divers Ouvrages ou Mémoires, j’ai particulièrement 
recherché ce qui arrive quand on suppose que la fonction f{x') 
devient infinie dès qu’elle cesse d’être continue. Mais il peut arriver 
qu’une solution de continuité dans la fonction f(^x) corresponde à 
une valeur a ào. x pour laquelle cette fonction f{x), ou du moins 
la fonction primitive dont f{x) est la dérivée, passe brusquement 
d’une valeur finie à une autre; alors, en posant toujours 

( /(.r) F(.c) 4-consl., 


on verra les deux quantités 
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différence de ces limites, en sorte qu’on ait 

(G) A = Um[F(ae'j—F(a — s)]. 

Comme on tirera de la formule ( 3 ) 

F(rt — £) — F(;r„), 

F(X) — F(a-t-Ê'), 

il est clair que l’intégrale (4), considérée comme limite de l’e 
sion ( 5 ), aura pour valeur 

F(X)-F(^o)-A. 

Donc à la formule ( 3 ) on devra substituer la suivante 

( 7 ) f F(X) — F(a?o) — A, 

A représentant Vaccroissement instantané qu’acquiert la fonction 
tandis que la différence x — a passe du négatif au positif. 

Si, tandis que la variable x passe de la limite à la liu 
la fonction F(a 7 ) devenait successivement discontinue pour di 
valeurs 

a, b, Cy 

de cette variable, aloi’S, évidemment, l’équation (lo) contiii 
encore de subsister, pourvu que l’on posât 

(8) A Aa+A* + A^.-t-. . ., 

A„, Ai, Ac, ... désignant les accroissements instantanés que pre 
successivement la fonction F(a;), tandis que la différence x — 
X — b, on X — c, ... passerait du négatif au positif. 


f f{x)dx.- 
f f{x)clx: 
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a, m, h, .9 désignant quatre quantités dont les deux dernières soient 
positives; et considérons l’intégrale définie 


i: 


f{x)dXy 


la valeur do /(a?) étant toujours donnée par la formule 

/{x) 

Si le nombre h reste inférieur à l’unité, alors, en vertu des principes 
que j’ai développés dans le Chapitre VIII de VAnalyse algébrique {'). 
la fonction F(ir), déterminée par l’équation (9), restera fonction con¬ 
tinue de X, depuis la limite x = o jusqu’à la limite x = ir., et l’on 
tirera de l’équation ( 3 ) 


(10) 


( /(Æ')c?a;=F( 27 i) —F(o). 

d O 


Ajoutons que le nombre h étant, par hypothèse, inférieur à l’unité, on 
aura identiquement : 1° pour des valeurs positives de sinfa? — a], 

(i — — i)'' [— (r — y — i]''; 

2“ pour dos valeurs négatives de sin(a? — à), 

(i — v'= (— y'— i}"' [(i — Jieia-x) ^ — j j-'_ 

Donc, au lieu de supposer la fonction F(ir) déterminée par l’équa¬ 
tion (9), on pourra la supposer déterminée : 1° pour sin(a7 — a') > o, 
par la formule 

(n) F(^) = (v/'“y [- (i - 

2“ pour sin {x — a) < o, par la formule 
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pour la détermination de la fonction F(a7), le système des formu 
et (12) à la seule formule (9), toutefois, dans la réalité, cette si 
tion offre un avantage très réel et qu’il importe de signaler. E 
la formule (9) suppose nécessairement que le binôme 

I — h 0,0% a X 

reste positif, et lorsqu’on a simultanément 

/z>i, I — hç,Q%ax<^o, 

cette formule doit être supprimée avec la notation 

(i — 

qui cesse d’offrir, dans ce cas, un sens déterminé. Mais, dans 
même, les seconds membres des formules (ii) et (12) prése 
des valeurs complètement définies. Seulement la fonction 
déterminée par le système de ces deux formules, deviendra 
tinue pour x — a, et variera brusquement, tandis que l 
rence x — a passera du négatif au positif, en recevant, dans 
l’accroissement instantané 

Donc, en supposant A>i et A déterminé par l’équation (j 3 ) 
qui revient au même, par la suivante 

( [4 ) A = 2 ( A — I 'J- ‘ sin 71 ,v \/— i , 

on devra substituer à la formule (10) cette autre formule 

(t 5 ) / f{æ)dx — F{ 27 c) — F(o) — A. 

Si la quantité m se réduisait à un nombre entier, alors, en \ 
chacune des formules (i 1), (12), le facteur F(æ.-) ne changerai 
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en sorte qu’on devrait réduire l’équation (lo) à celle-ci 
(i6) / f{x)dx — o, 


et l’équation (i 5 ) à la suivante : 


(17) 



dx — — A. 


§ II. — Sur le pansage du réel à l’imaginaire. 


Soit 


(0 


X — reP'J-' 


une variable imaginaire, dont r représente le module, et p 
ment. Soit, de plus, 

/(^) 


une fonction donnée de cette variable imaginaire. On aura gé 
ment 


(2) 

Si d’ailleurs 


I) ,.f{x) =; —D p /(^ d? ). 
/'V -1 


f{x)— firev'l-') 


reste fonction continue des variables r et p, entre tes limites 


/• /■„, /• = /•,, p~ Pa, p ==■ Pu 

alors, par deux intégrations successives, effectuées entre ces 1 
on tirera de la formule (2) 

C' ~ -Ar,eP^-')\dp 

- _ ‘ Ç - /( V] ■ 

V — I ' 



Supposons maintenant que la fonction 





cesse, une ou plusieurs fois, d’être continue entre les lirait 
nées, et que chaque fois elle change bz’usqueraent de vale 
accroissements instantanés qu’elle recevra pour diverses vale 
ou de P devront être {voir le § I) successivement retranché 
fonction placée sous le signe j', dans le premier ou dans le 
membre de l’équation ( 3 ). 

Supposons, pour fixer les idées, que 

reste toujours, entre les limites r = r,,, r — r^, fonction contini 
mais que, p venant à varier entre les limites /i„, p^, la même f 
devienne discontinue pour diverses valeurs intermédiaires 

a, &, y, ... 

de la variable p, et reçoive l’accroissement instantané 
Aa ou Ag, ou Ay, ..., 
tandis que la différence 

P — (X ou p — ê, ou p — y, 

passe du négatif au positif. Alors à l’équation ( 3 ) on devra sul 
la suivante 


( 4 ) 


I jf dp 

I =: Ç [/( reP> ) — /( rePo ) 1 


la valeur de A étant 



(5) 


A ■— Aflt -J— Ag Ay H™.... 


Si, pour fixer les idées, on suppose 


Po—O, />i=:«7T, 


f{reP\'-' ) 


et si d’ailleurs la fonction 




roprcnd, pour p = 2ii, la même valeur que pour/» = o, l’équation (4 ) 
donnera 

Si, do plus, on prend 

/•o=o, >\—t, 

et si l’on suppose que la fonction 

f(reP^~') 

s’(>vanouissc avec /■, l’équation (6) donnera simplement 

(-) Ç f(eP'J-')dp = \/— I C A~. 


S J 11 . — Sur la subsLiLution de fonctions non périodiques à des fonctions 
périodiques dans les intégrales définies. 

Les formules établies dans les paragraphes précédents fournis¬ 
sent, comme on l’a dit dans le préambule de ce Mémoire, les moyens 
do transformor des fonctions périodiques en fonctions non pério¬ 
diques dans un grand nombre d’intégrales définies et, on particulier, 
ilans celles qui représentent les coefficients de développements or¬ 
donnés suivant des puissances entières d’exponentielles trigonomé- 
Iriqucs. Entrons à c(5 sujet dans quelques détails. 

Soit J(/j) une fonction donnée de l’angle p. En développant cette 
fonction suivant les puissances entières de l’exponentielle 

eP'i~, 


on trouvera généralement, comme l’on sait, 

(i) i{p)-'^d^„,e'>'P'l-\ 

la valeur de étant 

(a). X„,= —j 3ip)e-'"P'/-^dp 


00 


OEui^res de C. — S. L t. VIII. 


et le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs entières, positives 

ou négatives de m. On tirera d’ailleurs de la formule (2), en y n 
çant m par — m, 

I - — 

(4) . S{p)e"‘P'J~^ dp. 

Or, dans les intégrales définies qui représentent ici les cocfficit 

les fonctions placées sous le signe V sont généi’alement des foi 
périodiques qui changent plusieurs fois de signe entre les limi 
intégrations, on sorte qu’on ne pourra, ni calculer des valeui’s 
chées de cos coefficients, ni même trouver leurs signes, sans ri 
à une détermination souvent pénible des intégrales. Pour faire 
raître cet inconvénient, il importe de pouvoir, au besoin, ren 
dans les intégrales dont il s’agit les fonctions périodiques placé 
le signe f par des fonctions non périodiques. On y parviendra 
vement, dans un grand nombre de cas, à l’aide des formules i 
dans les §§ I et II. 

Supposons d’abord, pour fixer les idées, 

(5) S[p) = (^i — ae<“''r) 

a, s désignant deux quantités positives dont la première soit inf 
à l’unité. On pourra substituer à la formule ( 5 ), qui subsiste q 
soit p, le système de deux autres formules, en supposant, pour 
leurs positives de sin(/j — a), 

(6) S{p) = {^~y [- (i - 

et, pour des valeurs négatives de sin(/) — a). 


Lela pose, se réduira simplement a zéro. Mais l équation (4), 
jointe à la formule (7) du § II, donnera 


( 8 ) 





dr 


la valeur de A étant nulle, pour r^-a, et déterminée, dès que l’on 
aura /•<; a, par la formule 

( 9 ) A = sinTï.<ty/—i. 

On trouvera, en conséquence. 


(10) 


SIMTÜ.Ç 

-< 

Tl 


.wa v''—1 




di\ 


D’ailleurs, en remplaçant r par ar, on tirera de la formule (10) 
(il) a'" e'““ ' ( I — /• ) * dr. 


Il est aisé de reconnaître que la formule (i i) subsiste pour toute va¬ 
leur de s à laquelle correspond une valeur finie de l’intégrale com¬ 
prise dans le second membre. Donc elle s’étend au cas même où 
l’exposant s deviendrait négatif, en demeurant compris entre les 
limites o, — i. 

Au reste, il est facile de vérifier directement la formule (ii). Kn 
effet, le coefficient de la puissance de l’exponentielle 


dans le développement de la fonction ( 5 ), est évidemment le produit 
de l’expression 

a“e"'«V-i 


par 

(_ Iv« ——w +O __ r(/n —-y) _ 

' r(—.y)r(.ç-t-i 

On aura donc 


(12) 


cilo-. 


r(/7Z — s) 
T{—s) l\m -h 1 ) 




236 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


et, comme on a aussi 

= r(.o r(i-.)=-!(-5) r(. H-1), 


on tirera de la formule (i i), jointe aux équations (12) et (i 3 ' 




X 


(i — rydr 


r(m — .ç),r(.ç 4- O 

r ( 771 -+-1 ) 


Or l’équation (i 4 ) est effectivement exacte et s’accorde ave 
mule connue 


(i5) 





r (^) r(^) 

r ( 777 -4- 77 ) ’ 


qui subsiste pour toutes les valeurs positives entières ou 
naircs, ou même, irrationnelles, des deux nombres m, n. 

Dans l’exemple que nous venons do choisir, la valeur de 
vait se calculer directement, et cette circonstance nous a pc 
constater l’exactitude de l’équation particulière que. nous a 
duite de nos formules générales. Appliquons maintenant ce; 
Ibrmules à d’autres exemples dans lesquels la valeur de A._„ 
connue, aussi bien que la valeur de A.v„. 

Supposons, en premier lieu. 


(. 6 ) 


9{p) — [i — 2 a cos (/2 — 3t) -(- a-]', 


ou, ce qui revient au même, 

{17 ) .f (/)) = (I — a'^)'X ‘ -- « 


a, désignant un angle quelconque, a une quantité positive ii 
à I, et une autre quantité positive ou une quantité négative c 
entre les limites o, — i. Alors la valeur de sera toujoui 
minée par la formule (8). Seulement, pour /’^a, la valeur 


uuao, il ici piciüü uüs juriuuies j m ij, un ouLieiiurci les siu 


(jg) 


(20) 

TZ 


'(I- 


(i — ar)-"' d/‘, 

ry{i a-r)'V/.v. 


D’ailleurs, m étant positif, pour déduire de l’équation ( 20 ) la 
de il suffira de changer dans le second membre le signe di 
L’équation ( 20 ) fournit une transformation remarquable de b 
cendante 

I — 

( 31 ) rA._„,=r— / [i — 2acos(73 — a.)dp. 

^ J 


Cette transformation était déjà connue; elle est comprise dans t 
mule que renferme le Mémoire de notre confrère M. Binet sur 1 
grales eulériennes. 

Supposons enfin 

(22) 

S étant positif, ou compris entre les limites o, — i, et 'i' désign 
fonction entière de sin/i, cos/?, qui reste toujours positive poui 
les valeurs réelles de l’angle p. Une analyse semblable à celle ( 
grange a employée dans un Mémoire de 1776 , pourra être appli 
la décomposition do ® en facteurs réels du second degré; et al 
désignant par k une constante positive, on trouvera 

(23) ï' = k.»^31UDÔ.. 

-O 31L, ... étant déterminés par des équations de la forme 

t .(y =ri — 2a cos(/? — a)-h 

(24) = i — 2bcos(/' — 8)-Hb-, 

( Dfe = I — 2C cos(/? — 7) + c-, 

dans lesquelles on pourra supposer chacune des quantités a, i) 


comprise, entre les limites o, i. Cette supposition étant admise, 1 
transcendante 

j ^2TC _ 

( L^sgmp^/-! 

0 

pourra être, pour une valeur quelconque du nombre entier m, traiu: 
tbrméiï à l’aide des principes ci-dessus établis. Soient, pour plus d 
commodité, 

aiX-a, 9ôa, • • • 

ce que deviennent les facteurs 

^11., cDb, . . . 


quand on y remplace rexponcntielle par le produitSoiei 
pareillement 

<g, 3 bg, ... 


ce ((ue deviennent les facteurs 

.e, 30 , ... 


(]uand on y remplace l’exponentielle eP'l~' par le produit, (‘.t( 
On trouvera 

/ _ 


(a6) 


sinu .9 


K”-) 


(i — ar dr 

(i — dr 


Il est bon d’observer que, en vertu de la seconde des formules (24 
on aura 

OÏL = (i — (i — \/—1 

.])ar conséquent 

v/— 1 ^ g(S-a) v^— 

et, par suite, pour r> b, 

31L* = (i— b7-e(“-6) v^y ('“7 


(27) 



mais que la tomule (27) ne pourra plus fournir la valeur de air, 
le cas où /• deviendra inférieur à h, et que, dans ce dernier Ci 
aura, ou 


(2S) 

ou bien 


alv^-i 


(1 — 


( 29 ) 31V5,= (—y/'_ 1 )* 


la lormule (28) devant être employée quand sin(a — o) sera p 
et la formule (29) quand sin(a — 6) sera négatif. 

Si l’on désignait par 

ait. a, abo., ... 


ce que deviennent 


aie, aë, 


quand on y remplace l’exponentielle par le produit a/'c“' 
pareillement on nommait 

•Cg, Oëg, ... 

ce que deviennent 


quand on y remplace par le produit et ainsi de 

alors, à la place de la formule (26), on obtiendrait la suivante 


(3o) 


i alla —/I 


k-’ shiTr.v 


a"‘6' 


moi]/—! 


f 


aëi.../-" 


‘(r—/■)‘-(i —a- 


et de cette dernière, jointe aux formules (23), (25), on tirerait 

/ •in 

•tj'aë*... e''‘Pdp 

k'' f [a'»e''‘“/^a)Lâ3ëâ...(i — 

«r 0 


(3i) 


TT 


Ajoutons que, m étant positif, il suffira de changer i en — 
dans les seconds membres des équations (26) et ( 3 o) pour q 
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équations fournissent immédiatement, non plus la valeur dee,l,. 
la valeur de A.,„. 

Dans l’Astronomie, si l’on nomme v la distance de deux plai 
Tn\ une partie de la fonction perturbatrice, savoir, la partie cor 

dante à l’action mutuelle de ces plan'etes, sera proportionne 
Si d’ailleurs on nomme '\i l’anomalie excentrique relative à la pi; 
le carré -c- sei’a une fonction entière de sin'|i et cos^]^, du qu 
degré. Cela posé, les formules (26), ( 3 o), ou plutôt celles q 
déduira en posant 5’ = —fourniront une transformation 
quable des transcendantes qui représentent les coefficients d 
sauces entières de l’exponentielle 

dans le développement de Après cette transformation, le: 
cients dont il s’agit se réduiront à des transcendantes clliptiqu 

Lorsque le nombre/n cesse d’être un nombre entier, l’intég 
janiferme l’équation (2:5) peut encore être transformée, non 
l’aide d(^ la formule (7), mais à l’aide de la formule ( 4 ) du § II 
s{^ trouve ainsi encore conduit à des conclusions importantes q 
développerons dans un autre article. 
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Ax.vlyse MATHÉMATrQUE. — Su7' la méthode logarithmique applit 
développement des fonctions en séries. 

C. R., T. XIX, p. 5i (8 juillet i844)- 


Tout le monde est d’accord sur l’immense service que Néper 


un puuvclu reurer aes avantages tout aussi incontes- 
tables de l’application des logarithmes au développement des fonctions 
en séries. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Concevons qu’il s’agisse de développer une puissance donnée d’une 
fonction d’un certain angle en série de sinus et de cosinus des mul¬ 
tiples de cet angle. On pourrait, à la rigueur, commencer par déve¬ 
lopper la fonction en une série du même genre, puis déduire, ou de 
multiplications successives, ou même de la formule du binôme, le 
développement de la puissance donnée. Toutefois le calcul deviendra 
très pénible et presque impraticable, si le degré n de la puissance 
dont il s’agit est un très grand nombre fractionnaire, ou même un 
nombre entier très considérable. Jlais si, au lieu de commencer par 
développer la fonction proposée en série, on commence par développer 
son logarithme népérien, on obtiendra facilement le développement 
du logarithme de la puissance de la fonction, puisque, pour y 
parvenir, il sulBra de multiplier le développement du logarithme de 
la fonction par l’exposant n. Alors il ne restera plus qu’à revenir du 
développement du logarithme de la puissance au développement de la 
puissance elle-même. A la vérité, cette puissance sera représentée par 
une exponentielle népérienne qui aura pour exposant le développe¬ 
ment du logarithme do la puissance. Mais le développement de cette 
exponentielle en série parait être, au premier abord, une opération 
plus compliquée que celle qui consistait à élever à la /i'™® puissance 
la fonction représentée par une série. Toutefois, en réfléchissant atten¬ 
tivement sur cet objet, je suis arrivé à une méthode qui permet de 
passer facilement de l’exponentielle à son développement, et que je 
vais indiquer en peu de mots. 

Quand h; logarithme d’une fonction est représenté par une série 
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes d’une seule 
variable, on peut aisément déduire de cette série celle qui représente 
la fonction elle-même. En effet, il suffit de multiplier chaque terme 
de la première série par l’exposant de la variable dans ce terme, et de 
diminuer ensuite chaque exposant de l’unité, pour obtenir le dévelop- 
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pement de la dérivée logarithmique de la fonction ; et de cette propo¬ 
sition on conclut immédiatement que les coefficients de la série 
cherchée sont liés entre eux par des équations linéaires qui permettent, 
comme l’on sait, de les déduire très aisément les uns des autres. Or, 
pour ramener à cette opération, déjà connue des géomètres, le pro¬ 
blème qui consiste à développer une fonction d’un certain angle sui¬ 
vant les sinus et cosinus des multiples de cet angle, en supposant 
connu le développement du logarithme de la fonction, je considère 
cette fonction comme équivalente au produit de trois facteurs qui ont 
pour logarithmes respectifs, dans le développement du logarithme de la 
fonction ; le terme constant; 2" la somme des termes proportionnels 
aux puissances positives de l’exponentielle trigonométriquc dont l’ex¬ 
posant est l’angle donné; 3 " la somme des termes proportionnels aux 
puissances positives de la même exponentielle. Alors il devient facile 
de calculer séparément le facteur constant et les deux facteurs variables 
qui doivent fournir un produit équivalent a la fonction cherchée. Il y 
a plus : le développement de cette fonction se déduit immédiatement 
de la multiplication algébrique des deux derniers facteurs, et par con¬ 
séquent ce développement se trouve construit définitivement, à l’aide 
d’un procédé analogue au procédé si simple qu’Euler a employé pour 
développer une puissance négative d’une fonction linéaire du cosinus 
d’un angle donné suivant les sinus et cosinus des multiples de cet angle. 

La méthode de développement que je viens d’exposer, et qu’il est 
naturel d’appeler méthode logarithmique, puisqu’elle repose principa¬ 
lement sur l’emploi des logarithmes, offre surtout de grands avan¬ 
tages dans le calcul des perturbations des mouvements planétaires. 
On sait que le calcul de chaque inégalité périodique produite dans le 
mouvement d’une planète m par l’action d’une autre planète m' peut 
être réduit au développement de la fonction perturbatrice suivant les 
puissances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour 



|)oiuuiu!Lu II ueux puissances aonnecs oe ces exponentielles. Lo 
le degré de ces puissances est élevé, la détermination, effectué 
les inétliodos exposées dans la Mécanique céleste, exige beauco 
temps et de travail, comme le savent très bien les astronomes; e 
ne doit pas s’en étonner, puisque alors les fonctions développi 
transforment en séries multiples, et que le nombre des termes t 
séries croît dans une progression effrayante avec les degrés des 
sauces. Mais, lorsqu’on applique la méthode logarithmique au 
loppement de la fonction perturbatrice, les séries multiples d 
s’agit se trouvent remplacées par des séries simples que l’on : 
les unes aux autres, au lieu de les multiplier l’une par l’autre, 
étendu, l’usage des logarithmes aura donc pour effet de remf 
dans la haute Analyse, tout comme dans les calculs numériqin 
multiplications algébriques par de simples additions. 

Axai.yse. 

l. — Détermination d’une fonction dont le logarithme est repr 
par une série ordonnée suivant les puissances entières d’une varia 

Nommons f(.r) une fonction de la variable x qui offre, au 
pour les valeurs de x que l’on considère, une partie réelle pt 
('t admettons ([ue le logarithme Lf(u?) de cette fonction, corr 
liant à une base quelconque, soit représenté par une série c 
gente ordonnée suivant les puissances entières, positives, n 
négatives de la variable x. On pourra en dire autant du loga 
né[)érien l ^(x), correspondant à la base 

e = 2,7182818..., 

et lié au logarithme Lf(a;) par la formule 


On aura donc, par exemple, 


a^,,a^, «O, a_,, a_^, ... désignant des coefficients ré 

ginaires, et il s’agit de savoir comment on peut, de l’éq 
déduire le développement de î{x) en une série ordonnée 
puissances entières de œ. 

Si l’on pose, pour abréger. 


(a) Zi «J-t- -h... -t- -h -h. , 


l’équation (i) sera réduite à celle-ci 


et l’on en conclura 

par conséquent 
(3) f(x) 


1 f(.r) = U, 


ï{x)—e", 


a U- lâ 

--1- 

1 1.2 1 . 2.6 


A la rigueur, on pourrait tirer de cette derni'cre formule 
peinent cherché, puisque, à l’aide de multiplications suc 
de la formule qui fournit la puissance du binôme ou 
polynôme quelconque, on peut déduire, de l’équation (2 
loppements de u^, de lâ, ..., et généralement de u". 1 
calcul, ainsi effectué, devient très pénible quand il s’agit 
dans le développement de f(a;) le coefficient d’une puiss 
de X ou de Mais on peut résoudre facilement ce probit 
rant comme il suit. 

Décomposons la fonction f(a7) en trois facteurs 

A, w, 

qui, étant le premier constant, les deux autres variables, s 
minés séparément par les formules 

(4) lA = ao, 

(0) h’= «1 j;-H .. ., 1 »’=: . 

La formule ( 4 ) donnera immédiatement 


mais encore 


(S) Dj-t’ = («I H- -h SrtsÆ’--!-.. .)r. 

Or la valeur de e, donnée par la formule (7), sera de la forme 
(9) V ~l-<r biXb^_x-+. . .• 


et, pour déterminer les cnefTicients h^, b.,, il suffira évidem¬ 
ment de substituer cette valeur dans l’équation (7). Car si, après cette 
substitution, l’on égale entre eux les coefficients des puissances sem¬ 
blables de æ, on trouvera 


(10) bii 


b^ — "(■ 


Ainsi, des coefficients/:»,, b^, />,,, ..., le. premier ne différera pas de 
la constante a,, et les suivants se déduiront sans peine les uns- des 
autres, la valeur générale de />„ étant 

,..S 7,__ («— 0«„_, 

1^1 Ij 


Dc même, en remplaçant a* par et posant 

(12) = IH- -h C 2 ^~^-h. . 

on tirera de la seconde des formules ( 5 ) 


(i3) C2 — a„2-^ - - —? 

et généralement 


2a_.^r. -h 

c, = a_3 H -^ 



D’ailleurs, apres avoir calculé, comme on vient de le dire, les coefli- 
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eienls que renferment les développements des facteurs e, »•, on tirera 
des formules (9) et (t2) 

( çHT» ~ /dy H- /x'j æ A‘2. -T-. . . 

( 15 ) ' 

f —h* /é_j Æ? ^ *-{— A‘_ 2 . 3 ? “ H— . • . y 


l(‘s valeurs générales de et de /c_n étant 


( 16) 


( ■+• ^/z-t-1 <^l ^/i.-4-2 C.2 , 

I /. — C/i —î— Cfi^i b[ —t- c,i^-2 h 2 . . . . 


Après avoir ainsi formé les développements des facteurs r, w el du 
produit vip, on déduira immédiatement de la formule 


(17) f(^)=.A.nT’ 

!e développement de la fonction f(it<), et Ton aura 

( r ( j;* ) A A'q H— A A'i SC -H A A'.> ûs~ -j—... 

(18) 

I -h A A-_i .z.-‘ -1- A A _2 .r-2 +... . 


IjU méthode que nous venons d’exposer est particulièrement utile dans 
le cas où la variable æ, réduite à une exponentielle trigononiétrique, 
se ti'ouve liée a un certain angle p par une équation de la forme 

(19) — 

Alors le développement de se trouve ordonné suivant les [)uis- 
sances entières de l’exponentielle . On peut d’ailleurs substituer 
à ces puissances les sinus et cosinus des multiples de p, attendu qu’on 
a généralement, pour des valeurs positives ou même négatives de n, 

( ’io) e"e = cos np -r- y— i sia np. 


§ II. — Sur le développement de l'expression (i — a 0 cos/) + ( 9 -)“-''. 
Si l’on pose, pour abréger. 



la formule du binôme donnera 


On a d’ailleurs, en désignant par 0 un nombre que nous s 
inférieur à runilé, 


(^-) ' — •?-Bcosp 4- Ô-—(i — QeP4-^') (i — 9e-y'v^), 

par conséquent 

('O (' — aOcos/» 4- (( — 5e/'v/'^)“'''(i _ 5e-/' 

et (les formules (i), (3), comme Euler en a fait la remar 
1 (i —2 9cos/>4-5O~*=®o+0iePv'^ +Q.,e-P'j~'- 4-, 

( 4-0ie-/'v'-‘4-0,,e-2/’v'^_. 

la valeur de ©„ étant déterminée par la formule 


(5) 




S - 

n 


■0^-- 


s H- ;i s -h n -i- ï ^ \ 

/I —}- I /i [i J 


Il y a plus : si dans la formule 


((i) (/ - OeP^-'yUj — Oe-i ‘=1 0o4- i 0„(e«/’v-i 4- t/-« 


on remplace 


on en conclura 


I —? cP ^ 

e/'v-i par —^— 


(7) ([ —cC\/-‘) O, I — v'-') ''=:0o4-I 0„(ô-’'e"Cv-‘4- 5 " 

le signe 1 indiquant une somme qui s’étend à toutes 
entières, nulle et positives de /?. Donc les deux produits 

0„9-« et 0„5'‘ 

seront les coefficients des exponentielles 


dans le développement de l’expression 


D’ailleurs on a 


(i — eP'^) ''(i — 0'^e~P'J~') 

_ • T P P — I 

I — 6-e-p \/-‘ = I — 5- — ô- -—— 

g/j V-i 


et, par conséquent, 

(8) I —5-'e-r\^=(i —ÔD 


I — }. 


I -— eP ' 

eP 'J-'- 


la valeur de "k étant 


(d de la formule (i), jointe à la formule (G), on conclut 

(i — ee (i — B-e-P'J~)~' 

rr: (i — Ô’)--'' j(i — eP'f^')~^-h [.9],\/-i (i — eev'-' 

Or, de cette dernière équation, comparée à la formule ( 7 ), on 

0 „ Q-n— (l — d-)~‘' I [■ 9 ]«+ [s]! [■? — l]n+l ^ ['^]i [‘^ — 2]n-l-2 k' -+■ ■ 

et 

(l — Ô')"*?.'* j [■9],,.+ Mn+i [-^ — « + l]i X -H [. 9]„+2 [5 — /) -T- a]2^-' 

Donc à l’équation (5) on peut substituer la suivante 

Qn. 

(lü) Q;i = [■<];> I;i jy- q., ’ 

la valeur de pouvant être, à volonté, déterminée par l’une 
l’autre des formules 


.9 .9 — f ^ , s{s -i-l) (.9 — l) (.9 — 2) 

I /i-t-I 1.2 (« -H 1) (« a-2) ' ^ 


) l,„=(r4-/.)" 


1 ■+• 


S + /L 
Il “j— I 



I 


(.9+ n) {.<;■+■ a + 1) 


(.9 -- n — i) (.9- 
1 . 2 



§ ni. — Sur le développement des puissances d’une fonction entière 
du sinus et du cosinus d’un même angle. 

Concevons qu’une fonction réelle et entière du sinus et du cosinus 
de l’angle p soit représentée par la lettre u, et supposons que cette 
fonction reste positive pour toutes les valeurs réelles de p. On pourra 
la réduire à la forme 

(l ) U r:~- k[j — a COS(/J — 3:)] [l — b COS(/3 — o)] .. 

k désignant une constante positive, a, b, ... d’autres constantes posi¬ 
tives inférieures à l’unité, et a, S, ... des angles constants. Soient 
d’ailleurs 

• n, b, ... 

des nombres inférieurs à l’unité, choisis de manière à vérifier les for¬ 
mules 

I 3 . , I 2 

(•.>,) lï H — 5 b H- r f- J • • • 3 

a a b J) 

OU, CO qui revient au même, posons 

( 3 ) a —Z ta n g (} arc si n a ), b l-j:: tan g ar c sin b ), .... 

Posons, en outre, 

k 


On aura encore 


(4 ) // — A[t — aa cos(/) — a) -t- «“] [i — ab cos(p — 6) + b-]- 

Donc, si l’on élève la fonction u à une puissance d’un degré donné, 
représenté par — s, on trouvera 

(5 ) A-'[i — 2a cos ( P — a) H- O®]■"■'' [i — 2 b cos(/> — S ) + b-]--'.... 

Si le degré de la fonction u est peu élevé, alors, en partant de l’équa¬ 
tion (5), on pourra aisément déduire la valeur de dos formules 
rappelées dans le § II. Ainsi, en particulier, si u est du second degré 
seulement par rapport à chacune des quantités sin/j, cos/>, et si l’on 
nomme 

A„ ou B„ 

ce que devient la quantité précédemment désignée par quand on 
remplace 0 par n ou par 1»; alors, en ayant égard aux formules 

20C0S(p — a) -t- a-]-»!::; -h I 

2b cos(/) — S) -(- b-]--*= + ^ 

dans lesquelles le signe ^ s’étend à toutes les valeurs positives de n, 
on tirera de l’équation (.5) 

(G) Ko H- KiC''v'-‘ -f- Kie-zn''-'H-... -i- K_2e—^/'v'-' ■+..., 

la valeur de K„ étant 

B«AoH-B„_ i -f-. .. j _ 

et la valeur de K_„ se déduisant de celle de K,, par un simple change¬ 
ment de signe du radical sJ — t. 


(7) 


A--' 


- 1 _ J,-s , 


[>- 
[l — 
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Au leste, dans tous les cas, et surtout lorsque u renfermera des 
puissances élevées de sin/? et de cos/?, on tirera immédiatement de la 
formule (5) 

1 1 (/i) + 1 (t — ne'P-“)v'-') + 1 (i — ) \ 

(8) I () r. _ ,ï . -+-l(, _ -t-l(i_ be-(?’-°.'v'-T) [, 


et le développement de suivant les puissances entières de 

c/'v'-', se déduira immédiatement de la formule (8), jointe à la sui¬ 
vante : 

( 9 ) 


D’ailleurs, le développement de 1 (m' 0 étant formé, on en déduira le 
développement de tr^ par la méthode exposée dans le § I. 


§ IV. — Si/r les inégalités périodiques des mouvements planétaires. 

Le calcul des inégalités périodiques produites dans le mouvement 
d’une planète m par l’action d’une autre planète m' suppose que l’on 
a développé la fonction perturbatrice, et spécialement la partie de 
cette fonction qui est réciproquement proportionnelle à la distancer, 
des deux planètes, en une série ordonnée suivant les puissances en¬ 
tières des exponentielles trigonométriques dont les exposants sont 
l’anomalie moyenne rdc la planète m, et l’anomalie moyenne T de la 
planète m'. La question qu’il s’agit alors de résoudre consiste donc à 

développer ^ suivant les puissances entières positives, nulle et néga¬ 
tives des exponentielles 

On sait d’ailleurs que l’anomalie moyenne T d’une planète m est liée 
à l’anomalie excentrique ij?, et à l’excentricité £ de l’orbite, par la for¬ 
mule 
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De plus, il est aisé de prouver que le coefficient de 

ç'tTs —^ , 

dans le développement de l’exponentielle 


suivant les puissances entières de e’’'''-', se réduit à l’intégrale 
, l 

— / ef/7’—.-/ rfjj. 

2 71/1 

Ce coefficient sera donc le produit de ^ par le coefïîciont de 
ponentiellc 

dans le développement de l’expression 


suivant les puissances entières de '' ; et, par conséquent, on 

( I ) Tl 

les valeurs de Ci et de étant déterminées, pour des valeurs posi 
de l, par les formules 


( 2 ) 





ix): 

I ( Z —i- I ) 



I. '-H Z H- I ) (. Z - 1 - • / ) 


Enfin, après avoir déduit de la dernière formule deux valeurs i 
correspondantes à des valeurs an peu considérables de l, on pn 
aisément calculer les valeurs de qui répondront à de moindre; 
leurs de /, à l’aide de l’équation 


et ainsi on parviendra sans peine aux diverses valeurs de Gela posé, 
il est clair que le développement d’une fonction de en une série or¬ 
donnée suivant les puissances entières de se trouvera réduit au 
développement de la même fonction en une série ordonnée suivant les 
puissances entières de 

Goncevons, en particulier, que l’on désigne par -Ao„ le coefficient de 


dans le développement du rapport - en une série ordonnée suivant les 
puissansies entières de e'I'v'-i. Le coelficient de 


dans le développement du même rapport en une série ordonnée sui¬ 
vant les puissances entières de , sera 


(5) 



J, -1- 




/?. -f- O, 

-C’o -f- « • • 

n 





Pareillement, le développement de -> suivant les puissances entières 
des deux exponentielles 


pourra se déduire du développement de ^ suivant les puissances en¬ 
tières des deux exponentielles 

Il reste à montrer comrnent on peut construire ce dernier dévadoppe- 
ment. 

La valeur générale de v- est de la forme 

t-= h -f- k cos(4' — 4'*— «) — b cos(4' --S) — t)'cos('y — S') 

+ c cos(di H- 'y — 7 ) H- i cosaik -t- ’é cos 2 -y. 


( 6 ) 



h, k, b, b', c, I, r désignant des constantes positives, et a, 
angles constants. On tirera d’ailleurs de l’équation (6) 

( j) t- = h ( I H- c'il) 

et, par suite, 

(S, i = 

la valeur de Jl étant donnée par la formule 


' 2 11 


2 11 


19 ') 


1 V-> — - Il _ 1 '1 

2 h 2 11 2 11 2 I 


1 ‘■Igi'K'y-YW-i-H I 

2 11 2 11 


1 1 e’-'W--' + d J. e-2'W “‘ e’-'kv/ ■■ -f- - 1- e--'^ 

2 11 2 h 2 h 2 h 


On pourrait, à la rigueur, déduire de cette dernière forrr 
leurs successives de M.-, ..., développées suivant les 

entières des exponentielles 

et les substituer, avec la valeur de .a, dans le second 1 
l’équation (8). Ce calcul, qui serait fort long, peut d’a 
abrégé par les considérations suivantes. 

Posons 


( 10 ) 


( P = h -I- k cos( 4 i — — a) — 1 ) cos(i|i — 6 ) — b' cos ( — 3 ') + 

I ç = i C 0 S 2 l|l + i'cosQit'. 


La formule (6) donnera 

(il) = P + ç; 

et d’ailleurs, en nommant a, a' les grands axes des orbii 
par les planètes ;n, /«', on aura 


■ a'-z -, 


en sorte que, pour des excentricités qui ne surpasseront pas les va¬ 
leurs de i, i' seront généralement assez petites. Cela posé, on tirera 
de la formule (i i) 


( 19 .) 


P ‘■+XP 


>•3 -f , 


et, comme ç sera très petit par rapport à p, on pourra réduire la série 
comprise dans l’équation (12) à un petit nombre de termes. 11 ne 
s’agira donc plus que de développer ces divers termes suivant les 
puissances entières des exponentielles 


Or on pourra évidemment y parvenir à l’aide des formules établies 
dans les paragraphes précédents. On pourra, en particulier, déve- 

_ i 

lopper le premier terme p en opérant comme il suit. 

Posons 


(i3 ) 'J = hk cos (']/ — ']/'— sc) 

et 

(i4) » = b cos(,’|^ — 6) -h b'cos('ji' — 6') — c cos('i -+■ 'J/' ~ y). 

On aura 


(10') 
(16) 


p = -J — s, 

-i -4 1-1 1.3 -I „ 

P •‘zzzTU "H U y-+- —7 V H ' H- . . . . 

‘ 2 2.4 


Posons encore, pour abréger, non seulement 

/(/-H i). . .(7 4- n — T) 


1.2. .. /^ 


mais aussi 




[n^r- 

1(1 — 1 ). . . ( / — /? 4- I ) 


I . 2 . . . /i 


[ / — "4 I I rt 




. 2 .../ 


( 1 . 


. ./l) (ï .2. . ./l' ) (I .2 . . . / ■ 




et 
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Représentons, dans le développement de p -, par le coef; 
l’exponentielle 

rT) Y'—1 

et, en conséquence, par coefficient de l’exponentiell 

Supposons, pour fixer les idées, b'>b, et désignons : i 

le nombre pair égal ou immédiatement supérieur à n' — n; 2 
la quantité qui, ayant pour valeur numérique un nombre pai 
égale, ou supérieure dffine unité à la somme 

N — n — ?. i,' +«'-!- /' — g', 

/, g,/', ^ désignant quatre nombres entiers quelconques. Ei 
nous 

..7') 9 rz.tang(-arcsinj-J, 

et 

, _ &h' c 

(iS ) b — -j—J r — r-, 

kl) 

et nommons 

0 /,/' 

le coefficient de rexponentiell'e 

dans le développement de l’expression 

(i — 9. S cosP + B-) - 

On aura 


EXTRAIT N» 234 . 2oT 

la valeur de étant déterminée, pour des valeurs paires de 

par la formule 

aV',=: (N )^, ^ ( N - / - ©K. n-f., 

\ r» IM , w r. IVJ , 5 

(2 


H - I 2 N H- 3 
2 N -h- 2 2 N -f- /i 


jX /J ^ H- 2 f g 0x^2^ n-f-hff 


et, pour des valeurs impaires de N — ^ -4- /z'-f- f — g', par la formule 

2N H- r 


(O 


/',é 


■ ( N -h f )/', ^ ( N -h I — / — )n' 


2 ) 


2 N -1- T 2 N -h 3 2 N -4- 5 


2 N H~ 2 2 N -1- 4 2 N H- 6 


^ (N -h 3)/, .O. ( N -h 3 0.^^.^, n-f- 


D’ailleurs les sommes indiquées par le signe ^ s’étendent, dans la for¬ 
mule (19), aux diverses valeurs entières et positives de/, g, et, dans 
la formule (21), aux diverses valeurs entières et positives de /', g\ 
qui fournissent des valeurs positives de N', en vérifiant les conditions 

J =J y fc> = & ’ 

puisque (/)f et (g)g' s’évanouissent lorsque ces conditions cessent 
d’être remplies. 

Les formules (19), (20), (21) sont d’un emploi facile quand les 
nombres entiers n, n' sont peu considérables. Mais, dans le cas con¬ 
traire, elles doivent être abandonnées, et il convientdeleur substituer 
celles que l’on déduit de la méthode logarithmique, établie dans le §1, 
comme nous l’expliquerons plus en détail dans un prochain article. 
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255. 

Calcul intégral. — Note sur les intégrales eulérieni 
C. R-, T. XIX, p. 67 (8 juillet 1844)- 

Il semble qu’après les travaux des géomètres sur les 
eulériennes, et en particulier sur les fonctions F, il n’y ait ] 
cuper de celles-ci. Toutefois, je suis parvenu à établir, poi 
tion de celles qui correspondent à de grandes valeurs de 1 
une formule nouvelle qui paraît digne d’être remarquée. D 
méthode qui m’a conduit à cette formule pourra être appl 
succès à la détermination d’autres intégrales, et en particuli 
que l’on rencontre en Astronomie, comme Je me propose 
voir dans un autre article. 

On connaît la formule de Stirling pour la déterminatio 
mative du logarithme d’une factorielle qui correspond à 
valeurs de la variable, et M. Binet est parvenu à remplacer 1 
convergente qui représentait ce logarithme par une série cc 
J’ai été curieux de voir s’il ne serait pas possible de dévcl 
le même cas la factorielle elle-même en une série converge 
loi fût immédiatement donnée. Ce problème me paraissa 
plus digne d’intérêt, que la série déduite par Laplace de : 
d’approximation pour la détermination des fonctions de 1 
nombres procède suivant une loi inconnue, en sorte que 1’; 
borné à calculer les deux premiers termes. En rélléchiss: 
objet, j’ai reconnu que la difïiculté du calcul tient ici àce q 
en transformant les intégrales par un changement de varia 
posé la variable nouvelle toujours représentée par une fonct 

fin 1 Aoranllim A tnn CAnc 1 a ci rrn a / Ta fi'>An\rA n a 
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la fonction sous le signe J en une série dont le premier terme soit sa 
valeur maximum ou la valeur minimum d’un de ses facteurs, par 
exemple d’un facteur élevé aune très haute puissance. Alors on par¬ 
vient à déterminer plus facilement par approximation les fonctions de 
très grands nombres et à les développer en séries convergentes. C’est 
ce que je fais en particulier pour les fonctions F, et je me trouve con¬ 
duit de cette manière à une série convergente dont la loi est connue et 
de laquelle on peut aisément déduire les deux premières approxima¬ 
tions obtenues par Laplace. 


Analyse. 

Considérons en particulier l’intégrale 

^ =0 

T{n)— I 

que l’on peut écrire comme il suit 
( I ) r ( /I ) r= jT Æ" • 

Si l’on décompose la fonction sous le signe f en deux lacteurs x'‘e~^ 
et le premier variera très rapidement avec x pour de grandes va¬ 
leurs de /^, et la valeur maximum du premier facteur sera celle qui 
correspond à x — n, savoir, le produit 

Cela posé, concevons qu’à la variable x on substitue une nouvelle 
variable t liée à la première par l’équation 

X — neK 

Aux limites o, oo de répondront les limites — ce, oo de i, et, comme 


dx 


z-idi. 


on aura 
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l’équation (i) donnera 

(2) r(/0 = rt" f 

— so 

D’autre part, on a 


1.2 1 . 2.3 

et par suite, si l’on fait, pour abréger. 


(3) 

on trouvera 

(4) 


T= 


fi 


1.2.3 1.2.3.4 


— I “1” t -f~ — -1— 3”. 
2 


Cela posé, l’équation (2) donnera 

/ " —-t- 

e - 


et, si l’on pose, pour plus de commodité. 



on aura simplement 


( 6 ) 


T{n) = rfie~”‘ 



g-at‘-^-n 


‘‘dt. 


Pour déduire de cette dernière formule la valeur de r(/2) repi 
par une série dont la loi soit facile à constater, il suffit de dé\ 
l’exponentielle 

Q-nT 


suivant les puissances de T. On trouve ainsi 
(7) r(«) = «'‘e-'‘^Ao— ^ As — .. 

la valeur de étant donnée par l’équation 



Or, des équations connues 


(9) 


j e-^^-dtz=zT^\ J 


te~^' dt — O 


on tire, non seulement 


(lo) 


i _i 

/ dl ~'îd a 1 


— O, 


mais encore, en remplaçant t par t 


(H) 


/*" X _i ü r” 

I e~‘“‘dt = Tc'^ a - e’*", / 


_ 


TT- / -I 


-a “ e-' 


puis on en conclut, en difîérentiant m fois de suite par rapport au { 
ramètrc a. 


( 12 ) 

et 

(.3) 


f t‘^''^e-‘‘‘"e“dt=rJ {—'D„)"‘{a ^ e*") 
_ 00 

d - 80 “* 


En conséquence, si l’on nomme f (0 une fonction entière de t, on ai 


généralement 

^ 00 

1 / 1 

(i4) 

1 l‘( e^‘ dt = 

7r‘M'(—Da)\« *e*'7 

et 

(i5) 

f ti{t^)e-‘“^e“dt = 

' — 00 



Ces dernières formules offrent un moyen simple de calculer facilemc 
la valeur de A,„. En effet, on tire des formules ( 4 ) et (8) 

A,„ = J — I — « — - j e-‘“- dt. 

/* » / fl\m 


(. 6 ) 

Posons, de plus, 
(17) 



On pourra évidemment déterminer la valeur de ^ à l’aide d 

formule (i 5 ), et la valeur de ~ ^ l’aide de la formule (i6). 
Si, pour abréger, on pose 


(i8) 


t-y‘ f , t- 
2) + - 


2 


!(— 0’-(—0 


^2 \ m 


on tirera des formules (16) et (17) 


(19) --- 


-A — m / -1 

H-^ 0, (— I),,) V ) ), 


-+• 

H- 


{-l)mco,y-DyiJ) 


et 


/ 3 LiîiizililX 

b«)U / 


(20) 


■^m 


—2)X2(—Da) (a ) 


+ 


(—ba) (« 0 


En combinant entre elles, par voie d’addition, les formules (19 
(20), on obtiendra immédiatement la valeur de A,„. On trouvera î 


1 






puis, en remplaçant a par 


A„. 

A,; 

A,: 


2Tr V 


n \ 2n 


^ \- 
n 




I 4- 


On aura donc 

1 

(21) r(/i) ~ J"/i”(I -f- a, 4- 4"...), 

les valeurs de aj, a^, ... étant 


2 n 


(22) 


cli) - 


1.2 L 


2 _j-1-5 1 •+■ ( I -h 2 /? + —JJ 

n n-} V 4 n- 


Nous observerons en finissant que, si l’on substituait dans la for¬ 
mule (8) la valeur de T tirée de l’équation ( 3 ), on obtiendrait, non 
plus les valeurs de A,, k.,, A^, ... en termes finis, mais ces valeurs 
développées en séries ordonnées suivant les puissances de En opé¬ 
rant ainsi, on reconnaît que les premiers termes des développements 
de 

^2w-l 


sont respectivement représentés par les expressions 


2 m — J 


1 

■ 1 ) Yim-l 


et 


4 J.2...(2m — i) 6^"^' 


(«-0 


1 

<2- 


1,2.. .2m 6 -"^ 





qui se reaiiiront aeiinitivemeni aux prociuiis 
27?? - I 1 . 3 . . .(67??— 3 ) 1 _ 

4 I.2.-.(2 7?? — l) \ 7? / ^ J . 2 ... 2 77? 

ïl en résulte que, si n devient très grand, et par suite ~ très 
deux quantités 

seront Tune et l’autre, de l’ordre de la fraction 

I 

II) 

c’est-à-dire de l’ordre m par rapport à n. Si l’on pose, en pa 
m = I, les premiers termes de 

tii, a2 

seront respectivement 

T 5 

8/?’ 24 

et leur différence 

I 

X2 7? 

sera le seul terme de premier ordre par rapport à -i que l’m 
trera dans le développement du polynôme 

I — O i —{~ 9 2 — . . • . 



256. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur dwers théorèmes r 
à la comergence des séries. 

G. R., T. XIXj p. 141 (i 5 juillet 1844). 

J’ai prouvé qu’une série ordonnée suivant les puissanc 
dantes d’une variable cc, et produite par le développement d’ 
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tion de cette variable, reste convergente tant que le module de 
inférieur au plus petit de ceux qui rendent la fonction ou sa dé 
discontinue. On pourrait être tenté do croire que la série cesse 
jours d’être convergente à partir du moment où la fonction cesse c 
continue; et c’est, en effet, ce qui arrive quand, au module qui 
la fonction discontinue, correspond une valeur infinie, ou de 
fonction elle-même, ou de l’une de ses dérivées. Mais cette pro 
tion, que j’ai démontrée dans un précédent article, ne saurait 
étendue au cas où la fonction cesse d’être continue, sans que 
de ses dérivées devienne infinie, et l’on peut même énoncer la pi 
sition contraire. Sans doute il paraît étrange, au premier abord 
la série produite par le développement d’une fonction de la varia 
puisse demeurer convergente et offrir encore pour somme une 
tion continue de x, quand, par suite de la variation du module 
la fonction, dont cette somme représentait la valeur, a cessé ( 
continue. Toutefois il en est ainsi, comme on le verra dans ce Mén 
qui a pour but, non seulement de constater et d’expliquer tout à 1 
l’espèce de paradoxe que je viens de signaler, mais, en outre, d’é 
des théorèmes généraux relatifs à la détermination des modub 
séries ordonnées suivant les puissances entières et ascendant! 
même ascendantes et descendantes d’une variable x. 


Analysk. 

§ 1. — Sur left foncüonf! dont les développements restent couver^ 
tandis qu’elles deviennent discontinues. 

Concevons qu’une fonction u de la variable x soit dévelop] 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. Cett( 
sera certainement convergente, tant que le module de x dem 
inférieur au plus petit de ceux qui rendent la fonction et sa c 
du premier ordre infinies ou discontinues. Ainsi, en particu 


dont chacune reste continue, tant que la partie reelie de i - 
positive et, par suite, tant que le module àex reste inférieur à 
les développements obtenus, savoir 

r î 2 / ^2 ^3 \ 

IH-- '-rX'-h... et —(x-h - 

2 2.4 \ 2 6 J 

seront effectivement convergents, tant que le module æ sera 
sous de l’unité. Les deux fonctions cesseront d’être continue 
deux séries cesseront d’être convergentes, si le module de x 
supérieur à l’unité. 

Lorsque le plus petit module /c de x qui rend la fonction 
dérivée du premier ordre discontinue fournit une valeur in 
de cette fonction elle-même, ou de l’une de ses dérivées, le r 
est le module commun des séries qui représentent les dévelop 
de la fonction et de ses dérivées suivant les puissances entiè 
variable x. Donc alors ces séries deviennent divergentes dt 
module de x devient supérieur à /^, c’est-à-dire à partir du 
où la discontinuité se manifeste dans la fonction u ou dans si 
du premier ordre. 

Mais, si le plus petit module k qui rend la fonction ou s; 
discontinue fournit une valeur finie de cette fonction et de 
vées des divers ordres, le module de x pourra quelquefois c 
delà de r, sans que le développement de la fonction en série ( 
suivant les puissances ascendantes de x cesse d’être converge 
En effet, supposons, pour fixer les idées, 

( 1 ) a =: [i—— æ-ÿ\i —i] -t-[i — x- — x{2 — x-)- 

Pour des valeurs réelles de x, la fonction u, déterminée pa 
tion (i), restera continue tant que la partie réelle de i — x 
positive, c’est-à-dire tant que l’on aura 

et deviendra discontinue à partir de l’instant où l’on posera x 
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pourrait donc être tenté de croire que le développement de cette fonc¬ 
tion en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x ces¬ 
sera d’être convergent et d’offrir pour somme une fonction continue 
de X, quand x- deviendra supérieur à l’unité. Voyons si cette pré¬ 
somption est ou n’est pas conforme à la réalité. 

On tire de l’équation (t) 

( 2 ) IL^ — 3 W. — 2 ( I — X-) — O, 

D’ailleurs, comme on a 


«•* — Su — 2 = (M — 2) (a -1- I)-, 

l’équation (2) pourra être réduite à 

( 3 ) 


U = ‘2 


2X- 




Cela posé, la fonction «, déterminée par la formule (i), sera évidem¬ 
ment celle des racines do l’équation (2) ou ( 3 ) qui se réduit au 
nombre 2, pour une valeur nulle de x. Or on peut déduire immédia¬ 
tement de l’équation ( 3 ) cette même racine, développée en série par 
la formule de Lagrange, et l’on trouve ainsi 


( 4 ) 


ï „ [\ io.x-Y ^-7 (2j:‘-)’^ 

a — ^ ^ - ^ ^ 

3 - 3 *^ 1.2 3 ^ 1.2.0 


D’ailleurs, dans la série que renferme le second membre de la for¬ 
mule (4), les termes proportionnels à x'-'‘ et à sont respective¬ 
ment, abstraction faite de leurs signes, 

2n{2n-h i) ‘ .-{on — 2) (2/14-2).. .( 3 /i + i) 

3 ^'^“^ 1.2.. .n’ 1.2... (/I + J) ’ 

et le rapport de ces deux termes, ou le produit 

( 3 /^-f-i) 3 n( 3 /z — i) 2 x- 

2 /^( 2 /^ -h 1) (/^ -h I) 3 =^ ’ 

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite 




dont chacune reste continue, tant que la partie réelle de i - 
positive et, par suite, tant que le module de a; reste inférieur 
les développements obtenus, savoir 

I 1.3 , / a?* \ 

J+-.Z-H-et —ix-i -l--7r+--- 

22.4 \ 2 6 J 

seront effectivement convergents, tant que le module a? ser 
sous de l’unité. Les deux fonctions cesseront d’être continu 
deux séries cesseront d’être convergentes, si le module de ; 
supérieur à l’unité. 

Lorsque le plus petit module k àa x qui rend la fonctior 
dérivée du premier ordre discontinue fournit une valeur ii 

de cette fonction elle-même, ou de l’une do ses dérivées, le 
est le module commun des séries qui représentent les dévelo 
de la fonction et de ses dérivées suivant les puissances enti 
variable x. Donc alors ces séries deviennent divergentes d 
module de x devient supérieur à k, c’est-à-dire à partir di 
où la discontinuité se manifeste dans la fonction u ou dans s 
du premier ordre. 

Mais, si le plus petit module k qui rend la fonction ou s 
discontinue fournit une valeur finie de cette fonction et do 
vées des divers ordres, le module de x pourra quelquefois 
delà de r, sans que le développement de la fonction en série 
suivant les puissances ascendantes de x cesse d’être converg 
En effet, supposons, pour fixer les idées, 

( 1 ) [l— X'^+X{2 — X-)'^ \i — l] -H [l — X- — x{2 — X-)'^ 

Pour des valeurs réelles de x, la fonction u, déterminée p 
tion (i), restera continue tant que la partie réelle de i — ; 
positive, c’est-à-dire tant que l’on aura 

x-< I, 

et deviendra discontinue à partir de l’instant où l’on posera ^ 
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pourrait donc être tenté de croire que le développement de cette fonc¬ 
tion en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x ces¬ 
sera d’être convergent et d’offrir pour somme une fonction continue 
de X, quand x- deviendra supérieur à l’unité. Voyons si cette pré¬ 
somption est ou n’est pas conforme à la réalité. 

On tire de l’équation (i) 

(2) H* — 3 «—2(1 — Æ!-)=:0. 

D’ailleurs, comme on a 


— 3 « — 2 = ( U — 2 ) ( « H- I)-, 
l’équation (2) pourra être réduite à 


Cela posé, la fonction u, déterminée par la formule (i), sera évidem¬ 
ment celle des racines do l’équation (2) ou ( 3 ) qui se réduit au 
nombre 2, pour une valeur nulle de x. Or on peut déduire immédia¬ 
tement de l’équation ( 3 ) cette même racine, développée en série par 
la formule de Lagrange, et l’on trouve ainsi 


( 4 ) 


« =: 2 


I „ 4 


1.2 


6.7 (2X^y 
3» 1.2.3 


D’ailleurs, dans la série que renferme le second membre de la for¬ 
mule (4), les termes proportionnels à x-'^ et à x-“^- sont respective¬ 
ment, abstraction faite de leurs signes, 

2 n( 2 /Z-l-l)...( 3 /i — 2) {2ary^ (2/1-h 2 ). . . ( 3 /I H-l) (2.2;-)'*+^ 

3^'^" ^ I . 2 . . . I . 2 . . . ( /Z -h I ) ’ 

et le rapport de ces deux termes, ou le produit 

(3 /I H- ï) 3 (3/^ — I ) 2œ' 

2/i(2n +1) (/^ -h 1 ) 3=^ ^ 

converge, pour des valeurs croissantes de vers la limite 
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Donc la série comprise dans le second membre de l’équation 
encore convergente, pour un module de x égal ou même su 
l’unité, et ne deviendra divergente qu’à partir du moment c 
dule de x surpassera le nombre Ainsi, le développemc 
fonction u, déterminée par l’équation (i), restera convergent 
module de x supérieur au plus petit de ceux qui rendent cc 
tion discontinue. 

Considérons encore une fonction déterminée par l’équatior 

1 

( O ) U A l {^2 - ‘à X -|- X~ ) ~ . 

Si l’on attribue à la variable x une valeur imaginaire ou de 

.-r — reP'J"'-, 

/-désignant une quantité positive et p un arc réel, l’équation 
nera 

(6) U — sji — 3/■ cos// 4- /■- cos 2 //H- (/■- sin 2 // — S/-sin//) \/— i 



il est clair que cette partie réelle deviendra négative pour do 

.1 

de r comprises entre les limites et i, pourvu que l’angle 
valeur peu différente de celle que fournira l’équation 



limite , deviendra discontinue à partir de l’instant où le module r 

atteindra cette limite. Toutefois, il est aisé de s’assurer que, si l’on 
développe la fonction (5) en série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de n?, la série ainsi obtenue ne cessera pas d’être conver- 

i 

gente pour un module de a; supérieur à (^2 )', mais inférieur à l’unité. 
En effet, comme on a identiquement 

a — 3a;-|-a;2=:(i —j-)(2 —x), 

il ( st clair que la série dont il s agit se confond avec celle qui résulte 
du développement du produit 

(7) (i — x )- (2 — x )- . 

Elle sera donc convergente aussi bien que les développements des 
deux fonctions 

i 1 

(I —(2 -x)-, 

tant que le module de a? restera inférieur à l’unité; mais elle deviendra 
divergente, si le module de a? devient supérieur à l’unité. 

Au reste, il est important d’observer que les deux expressions 

X. 1 1 

[2 -- x-y- et (i — x)- (‘2 — xj" 

sont deux formes différentes d’une seule et même fonction, tant 

i 

que le module de reste inférieur à la limite • Mais, quand le 

module de a; devient supérieur à cette limite, les deux expressions 
dont il s’agit représentent deux fonctions distinctes qui ne sont plus 
identiquement égales entre elles, pour toutes les valeurs réelles de 
l’angle/?. De ces deux fonctions la seconde seule reste continue pour 

1 

un module de a; supérieur à 0 j > mais inférieur à l’unité, et repré¬ 
sente constamment, dans cet intervalle, la somme de la série qu’on 
avait obtenue en développant la première fonction. 
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Les observations faites dans ce paragraphe s’appliquent 
forte raison, aux séries ordonnées à la fois suivant les pi 
ascendantes et suivant les puissances descendantes d’une rr 
riable æ. 

Au reste, nous ne voudrions pas nous borner à signaler ce q 
être, au premier abord, une espèce de paradoxe, sans en of 
plication; et, afin que cette explication ne laisse rien à dt 
donne ici, en peu de mots, la théorie générale des modules de 
en rappelant d’abord les propositions précédemment établie 
joignant à leur énoncé la démonstration de propositions nouv 
sont dignes, ce me semble, de fixer l’attention des géomètres 

§ II. — Sur les modules des séries considérées en généra. 

Soit 

(l) <4, Ui, ^^2, ... 

une série dont désigne le terme général correspondant èi I’ 
ce terme général pouvant d’ailleurs être réel ou imaginaire. D 
d’ailleurs par la notation 

mod. u„ 

le module de ce terme général, et par u la limite unique, ou ( 
la plus grande des limites dont s’approche indéfiniment, pou 
leurs croissantes du nombre n, l’expression 

1 

(mod.^^„)"• 

La quantité positive u sera ce que nous appellerons le mod 
série (i). D’après ce qui a été démontré dans l'Analyse alget 
série sera convergente si l’on a 


(2) 


U<I, 


De plus, si, pour des valeurs croissantes de /^, le module du ra 

s’approche indéfiniment d’une limite fixe, cette limite sera pr( 
ment le module de la série (i). 

Soit maintenant 

(4) •••. «-2. «-1. «1. «2> 

une série qui se prolonge indéfiniment dans deux sens opposé 
manière à offrir deux termes généraux 

et 

correspondants, le premier à l’indice n, le second à l’indice 
Concevons d’ailleurs que, le nombre n venant à croître, on cherc 
limite unique, ou la plus grande des limites dont s’approche ind 
ment chacune des expressions 

1 I 

( mod. u„y\ ( mod. , 

i 

et représentons par u la limite de (mod.«„)', par u, la limi 

1 

(moà.u_^y\ Les deux quantités positives 

u, u, 

seront les deux modules de la série (4)> qui sera convergente i 
deux modules sont inférieurs à Tunité, divergente si l’un d’eux 
les deux à la fois deviennent supérieurs à Tunité. 

Il est bon d’observer que le module d’une série prolongée ind 
ment dans un seul sens n’est point altéré dans le cas où le rai 
chaque terme est diminué d’une ou de plusieurs unités, en ver 
la suppression du premier, ou des deux premiers, ou des troit- 
miers, ... termes. Pareillement, les deux modules d’une série 
longée indéfiniment en deux sens opposés ne seront point altéi 
l’on déplace simultanément tous les termes en les faisant marche 
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la droite ou vers la gauche avec celui qui servait de poin 
pour la fixation des rangs et des indices. 

Considérons à présent une série 

(.')') «0, «la?!, a,x^_, 

ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes d’u 
réelle ou imaginaire x. Nommons r le module de cette v 
P son argument, en sorte qu’on ait 

Soit d’ailleurs a le module de la série 


« 0 , « 1 , « 2 , 

c’est-à-dire la plus grande limite dont s’approche indélinir 
des valeurs croissantes de n, l’expression 

1 

(mod.a,,)''. 

Comme on aura 

mod. ( a, a?" ) — r» mod. 

on en conclura 

i 1 

( moû.anX^ Y “ - -^(mod. ««)", 

et, par conséquent, il est clair que le module de la série (5) 
au produit 

a/-. 

Donc la série (5) sera convergente si Ton a 

ar <i ou /*< ~) 
a 

divergente si l’on a 

ï 

a /' > I ou r > - • 
a 

Considérons enfin une série 
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puissances descendantes de la variable x. Si l’on nomme a h 
grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs 
santés de n, l’expression 

1 

(mod. an)", 

et a, la plus grande des limites vers lesquelles converge l’expres: 

(mod. a_„)", 

les deux modules de la série (6) seront évidemment 

^,r-\ ar, 

et par suite la série (6) sera convergente si le module /■ de x véri 
deux conditions 

divergente si /-vérifie les deux conditions 

/•>-> /’O,, 

a 

011 seulement l’une d’entre elles. 

■ Ru résumé, il y aura généralement deux limites extrêmes, 
intérieure, l’autre supérieure, entre lesquelles le module r 
pourra varier, sans que la série (5) ou (G) cesse d’être conver 
Soient 

k„ k 

ces limites extrêmes, k désignant la limite supérieure. D’ap 
qu’on vient de dire, on aura, pour la série (6), 

(7) 

cnifA Iac iTioflnlfts (Ig la scric (^ ) seront 


iJ ailleurs K aevra être remplace par zéro si la serie (o ) est 
la série (5). 

Ajoutons que la quantité k sera certainement la limite e 
supérieure du module /• si, la série étant convergente pour 
somme de cette série devient infinie pour r=k et pour u 
convenablement choisie de l’argument/i. 

Pareillement k, sera certainement la limite extrême et i 
du moduler si, la série (6) étant convergente pour r>k, 
de cette série devient infinie pour r= k et pour une valeur 
blement clloisie de l’argument p. 

En effet, une série ne peut acquérir une somme infinie saii 
divergente et, par conséquent, sans offrir un module égal ou 
à l’unité. 

Lorsque les divers termes d’une série sont fonctions d’uui 
variable x, la nouvelle série qu’on oblient en substituant 
terme de la première sa dérivée prise par rapport à x doit i 
ment s’appeler la série dérivée. Concevons, pour fixer les idé 
première série se réduise à la série (5), dont le terme gc 
a„os“, ou même à la série (G), dont les termes généraux sont 

et anœ'‘\ 

alors la série dérivée aura pour terme général le produit 

ou bien elle aura pour termes généraux les produits 

— na,i x"—'. 

D’ailleurs, comme on a 

— x~”''^^ =. — nx{x ~’'‘), x"-~^ — nx ~' (x 

on en conclut que les deux expressions 

i 1 

[mod. (— na^ri [mod. (na,,. )]" 


(9) 


s’approchent indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, des pro¬ 
duits que l’on obtient quand on multiplie respectivement les quantités 
positives 

a,/-' et a/’ 

par les limites des expressions 

i 1 

{arY et (/z/— 

Enfin ces deux limites, qui se confondent avec les limites fixes des 
rapports 

(/Z-hl)/* I I 

nr n nr~^ ii 

se réduisent l’une et l’autre à l’unité. Donc les limites des expres¬ 
sions (9) se réduiront simplement aux produits 

et a/’. 

Donc le modale ou les modules de la série ( 5 ) ou (6) seront en même 
temps le modale ou les modules de la série dériçée. 

Nous avons ici supposé que l’on différentiait une seule fois chaque 
terme de la série donnée ( 5 ) ou (6); mais, après avoir ainsi obtenu ce 
qu’on doit appeler la série dérivée du premier ordre, on pourrait former 
encore la dérivée de celle-ci, puis la dérivée de sa dérivée, ..., et l’on 
obtiendrait alors, à la place de la série ( 5 ) ou (6), des séries dérivées 
de divers ordres. Or, de ce que nous avons dit tout à l’heure, il résulte 
évidemment que le modale ou les modules de toutes ces séries seront pré¬ 
cisément le module ou les modules delà série ( 5 ) ou (^ 6 ). 

§ ni. — Sur les modules des séries produites par le développement 
de fonctions explicites d'une variable x. 

Soit f(.zî) une fonction donnée de la variable réelle ou imaginaire 
et représentons par r(ir) sa dérivée du premier ordre, ou 


On peut, comme je l ai tait voir aepuis longtemps, etamir 
lion suivante : 

Théokèjie I. — Si f(x) et restent fonctions contin 

variable x, c’est-à-dire fonctions continues du module r et c 
ment p de cette variable, pour toutes les valeurs du module r inj 
une certaine limite 1, la fonction {(x) sera, pour chacune, de cl 
développable en une série convergente 

(1) « 0 , a^x, a,x.i, ..., 

ordonnée suivant les puissances ascendantes de la l'ariable x. 

Il y a plus : cette proposition peut, suivant la remarque d 
rent, être généralisée, et l’on obtient alors le théorème d 
l’énoncé : 

Théorème IL — Siî{x') et ^fx') restent fonctions continues . 
toutes les valeurs du module r de x inférieures à une certaine l 
supérieures à une autre limite 1,, la fonction f(n?) sera, pourci 
ces valeurs, développable en une série convergente 

(2) .... a^x, a«x-, 

ordonnée suivant les puissances entières, ascendantes et descen 
la variable x. 

Au reste, des remarques faites dans le § I, il résulte que les 
1 ,, mentionnées dans les théorèmes (i) et (2), peuvent être ( 
des limites extrêmes k et k, entre lesquelles le module r d 
varier sans que la série (i) ou (2) cesse d’être convergent 
limites extrêmes sont évidemment celles qu’il importe surtou 
naître. Or on les déterminera, pour l’ordinaire, assez faci 
l’aide de deux nouveaux théorèmes qui, se déduisant des de 
dents et des principes établis dans le § II, peuvent s’énonce 
il suit : 

Théorème III. — Supposons que î{x) et î'{x) restent foncli 


nues de la variable 
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X — reP V-i 


pour toutes les valeurs du module r de cette variable inférieures à une cer¬ 
taine limite k. Supposons encore que la fonction f(a^) ou lune quelconque 
de ses dérivées devienne infinie pour r = k et pour une valeur convenable¬ 
ment choisie de l’argument p ; alors k sera la limite extrême et supérieure 
au-dessous de laquelle le module r pourra varier arbitrairement, sans que 
la fonction f(Æ;) cesse d’être développable en une série convergente ordon¬ 
née suivant les puissances entières et ascendantes de x. 


Théorème IV. — Supposons que {{x) et î'{x) restent fonctions con- 
Linues de la variable 


X — reP^~'^ 


pour toutes les valeurs du module r de cette variable inférieures à une 
certaine limite k, et supérieures à une certaine limite k^. Supposons encore 
que la fonction f(.x), ou Vune quelconque de ses dérivées, devienne infinie : 

pour r=k; pour r = k^ et pour des valeurs convenablement choisies 
de U argument p. Alors k et k^ seront les limites extrêmes inférieure et 
supérieure entre lesquelles le module r pourra varier arbitrairement, sans 
que la fonction f(^?) cesse d'être dée>eloppable en série convergente, ordon¬ 
née suwant les puissances entières ascendantes et descendantes de x. 

Corollaire, — Il est clair que, si la fonction ((x) devenait intinie 
pour une seule des valeurs de r représentées par k, k , on connaîtrait 
une seule des limites extrêmes du module r. 

Pour montrer une application du théorème III, considérons d’abord 
les fonctions 

.1 

arcsin^c-, arctangj?. 

Ces trois fonctions restent continues, tant que le module r de x reste 
inférieur à l’unité. De plus, leurs trois dérivées du premier ordre, 
savoir 

-(l + iT) --) —— 


deviennent infinies, la première pour —i, la deuxier 
,r = ±i, la troisième pour x = ± \J —i, et par conséquen 
trois deviennent infinies pour r = i. Donc, en vertu du théor 
l’unité sera la limite supérieure au-dessous de laquelle le u 
pourra varier, sans que les trois fonctions 

1 

(i-hx)-, arcsina-, arctang^* 

cessent d’ètre développables en séries convergentes ordonnées 
les puissances ascendantes de x. 

Considérons encore la fonction représentée par le produit 

(i — xÿ — a:y-. 

Elle restera continue pour une valeur du module /■ inférieure à 
et sa dérivée deviendra infinie pour /■ = i. Donc l’unité scn 
la limite supérieure au-dessous de laquelle le module r pouri 
arbitrairement, sans que cette fonction cesse d’être dévelop] 
série convergente ordonnée suivant les puissances entières e 
dantesdea;. On ne pourra pas en dire autant delà fonction 

1 . 

(2 — 


Cette autre fonction, qui ne diffère pas du produit 




dans le cas où le module de x reste inférieur à 


, et offre i 


rement dans ce cas le même développement, cesse d’être contii 


des valeurs du module de x supérieures à la limite 

rieures à l’unité. Elle cesse aussi alors d’être constamment rep 
par le développement de la première fonction, quoique la 
laquelle se réduit ce développement demeure convei'gente. 

Concevons maintenant que l’on désigne par X une fonctioi 
de X qui offre une valeur positive quand le module de x est ti 


Soient d ailleurs 


a, b, c, 

les racines de l’équation 

X^o, 

rangées d’apres l’ordre de grandeur de leurs modules. On aura, pour 
de petites valeurs du module r. 



h désignant une constante positive; et par suite, si l’on nomme s une 
eonstanto réelle quelconque, on trouvera 



Cela posé, réduisons f(a7) au second membre de la formule ( 4 ). <‘t 
prenons en conséquence 


( 5 ) 


t(.r) = h» 





La fonction ffa;) restera continue pour tout module de x inférieur au 
module de a\ et cette même fonction, si s est négatif, ou, dans le cas 
contraire, scs dérivées d’un certain ordre deviendront infinies pour 
x — a. Donc, en vertu du théorème III, le module de a sera la limite 
extrême et supérieure au-dessous de laquelle le module rà&x pourra 
varier arbitrairement, sans que la fonction ï{x), déterminée par 
l’équation (5^, cesse d’être développable en série convergente oïdon- 
née suivant les puissances entières et ascendantes de x. 

Pour montfcr une application du théorème IV, supposons que P 
représente une fonction réelle, entière et toujours positive, du sinus 
et du cosinus de l’angle p. On pourra mettre P sous la forme 

P=:h[i — a cosi^p — a)] [i — b cos(/> — 6)] [i c cos(/> y)] • • •> 

h désignant une constante positive, a, b, c, ... d’autres constantes 
positives et inférieures à l’unité, que nous supposerons rangées de 



maniéré a lonner une isuue uecrumijaïue, et cc, o 


réels. On peut encore (voir l’Extrait n“ 254 , § III, pages 
mettre P sous la forme 


( 6 ) P = h [i — 2a cos(/5 — a) + a^] [i — 2b cos(/j — ( 3 ) + b'^] [i — 2c cos 

en continuant de désigner par h, a, b, c, ... de nouvelles 
qui dépendent des précédentes. 

Posons maintenant 


On tirera de la formule (6) 


(7) P = h(i — ^ )(r — [ i — ^ 


X 


et par suite, en nommant s une constante réelle, on aura 
modules deæ compris entre les limites a et 


(8) P^=:h'’(i——bj?e®v^)''^i — 


Cela posé, réduisons f(a?) au second membre de l’équation ( 
nons, en conséquence, 

(9) f(ü;)=:h^(i—— b.re®'^-*)''^ 


On conclura immédiatement du théoi’ème IV que a et I sont 
extrêmes, inférieure et supérieure, entre lesquelles le mod 
peut varier arbitrairement sans que la fonction f(n:;), détei 
l’équation ( 5 ), cesse d’être développable en série converge 
née suivant les puissances entières ascendantes et descend; 
variable x. Donc cette fonction et, par suite, P^ seront dév 
en séries convergentes si l’on suppose, comme ci-dessus, 

c’est-à-dire si l’on réduit le module r de a; à l’uni té. Ajoutoi 




on sorto que les deux modules 

lii 
/* 

de la série obtenue deviendront 

a 

— y 

r 

et se réduiront tous deux à la constante positive a pour /■= i. 

Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir sont particu¬ 
lièrement utiles en Astronomie : elles fournissent immédiatement les 
deux modules de la série qu’on obtient quand on développe la fonc¬ 
tion perturbatrice suivant les sinus et cosinus des multiples de Fano- 
malic excentrique d’une planète. 


/• 

k 


§ IV. — Sur les séries produites par le développement des fonctions 
implicites d'une variable æ. 

Supposons que 

représente une fonction implicite de la variable réelle ou imaginaire 

X— , 

la valeur de u en x étant déterminée par une équation de la forme 
(i) F(a;, «) = o. 

Comme je l’ai prouvé dans un autre Mémoire, si le module r de æ varie 
par degrés insensibles, la fonction u, tant qu’elle restera finie, variera 
elle-même par degrés insensibles, et, par conséquent, elle ne cessera 
pas d’être fonction continue de x jusqu’à ce que le module r acquière 
une valeur qui puisse rendre la fonction F(a;, u) infinie ou disconti¬ 
nue, ou qui introduise dans l’équation (i), résolue par rapport à u,' 

OEuvres de C. — S. I, t. VIII. 36 


lies rHCiiics egaïus. u umeurs*, uaiits üuiiu ueriiiei ü li^puLii' 


(2) D„F(a;, i<)=::0, 

et, par suite, la valeur de D^u, tirée de Téquation (i), sav( 


(3) 


D^z<= — 


Da:F(a;, u) 
D„F(a;, 


deviendra généralement infinie. On doit seulement exc 
particulier où la valeur de ce, qui introduit dans l’équa 
racines égales, vérifierait, non seulement l’équation ( 2 ), i 
la suivante : 


(4) D„F(.j?, i0 = o- 

Ces principes étant admis, on pourra évidemment appliqu 
rèmes III et IV du paragraphe précédent, non seulement ai 
explicites, mais encore aux fonctions implicites d’une vari 
Pour donner une idée de cette application, supposons 
la fonction u définie par la formule 

( 5 ) « = [i — Æ.'(i — i] -H [i — iT(i — a'^y-sj 


On pourra regarder u comme une fonction implicite de x, 
par l’équation 

(6) lâ—Zu — 2(1 — x'^) — o, 

et le développement du second membre de la formule (5), 
puissances entières et ascendantes de x, ne sera autre cl 
série qu’on obtient quand on développe, par le théorème d 
celles des racines de l’équation (5) qui se réduit au non 
une valeur nulle de x. Cette série sera donc convergente 
racine dont il s’agit restera fonction continue de x. D’ailb; 
on substitue l’équation (5) à l’équation (i), c’est-à-din 
pose 

(7) F(a:, = —Zu — 2(x — x^), 

F(æ;, u) est une fonction toujours continue de x et de u. 


les équations (2) et (4) se réduisent, la première à 

(8) —1 = 0, 
la seconde à 

(9) a?=; 0 . 

D’ailleui’s, de l’équation (6), jointe à l’équation (8), on tire, ou 

( 10 ) U — îj O)-— 2, 

OU 

(11) I, X — 0. 

Dans le premier cas, la valeur de tirée de l’équation ( 5 ), sa 

(la) 

devient effectivement infinie, tandis que, dans le second cas, cil 
présente sous la forme indéterminée Enfin, il est clair que la f 
tion U, déterminée par l’équation ( 5 ), se réduit, non pas à — i, : 
à 2 pour x = o. Cela posé, on conclura immédiatement des princ 
ci-dessus établis et du théorème IV du paragi'aphe précédent, qi 
développement de la fonction u, déterminée par l’équation ( 5 ), en 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, reste cor 
gent jusqu’au moment où le module de x- atteint la limite 2, et le 
dule de x la limite On conclura encore que \/2 représente pré 
ment la limite extrême et supérieure au-dessous de laquelle le mod 
de x peut varier arbitrairement sans que cette série cesse d’être 
vergente. Donc, puisque la série renfermera seulement des puissa 
entières de x-, le module de la série sera 

2 

Or ces conclusions s’accordent effectivement avec celles que 
avons tirées de la considération directe de la série elle-même. 
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257. 

Analyse mathématique. — I^ote sur l’application de la mètJu 
mique à la détermination des inégalités périodiques des 
planétaires. 

G. R., T. XIX, p. i5g (i5 juillet i844 ). 

Comme je l’ai dit dans la dernière séance, la déterminai 
galités périodiques produites dans le mouvement d’une p 
l’action d’une autre planète m', séparée de m par la dist 
être ramenée au développement du rapport ^ en une sér 
suivant les puissances entières des exponentielles trigoi 
qui ont pour arguments les anomalies moyennes T, T', c 
anomalies excentriques 4^' des deux planètes. D’aillei 
aisément trouver le développement exact du rapport qi 
développer les valeurs qu’on obtient pour ce rapport, en 
dans le carré de la distance v, deux termes généralemen 
dont l’omission réduit le carré dont il s’agit aune fonction 
sinus et des cosinus des angles ([i, Enfin, à l’aide des fi 
pelées dans un précédent article, on peut assez facilemen 
la valeur approchée, et, par suite, la valeur exacte du rapp 
série convergente ordonnée suivant les puissances entiè 
des deux exponentielles qui ont pour arguments 
suivant les puissances entières de l’exponentielle 

Soient 0 le module de la série ainsi obtenue et 




module tJ en une serie ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
. Ce n’est pas tout : je démontre que la dérivée du logarithme 
népérien de 0 , prise par rapport à '|i, peut se décomposer en facteurs 
dont chacun est une puissance positive ou négative d’un binôme de la 
forme 

Donc on pourra développer immédiatement le logarithme de cette 
dérivée suivant les puissances ascendantes de l’exponentielle 

et, pour effectuer ce développement, il suffira de recourir à la formule 
connue 

/ \ 


On reviendra ensuite, par la méthode logarithmique, de ce développe¬ 
ment à celui de la dérivée elle-même, et, par conséquent, au dévelop¬ 
pement du logarithme du module de 0 . Enfin, après avoir déduit de w 
dernier développement celui du logarithme de on mi tirera, par 
une seconde application de ta méthode logarithmiqius te développe¬ 
ment même de 

Au reste, je donnerai dans un prochain article les résultats mêmes 
du calcul que je viens seulement d’indiquer, et je terminerai cette 
Note par une observation relative à quelques formules contenues dans 
mon dernier Mémoire. 

Comme je l’ai dit à la page 247, si l’on pose 



6 étant un nombre inférieur à l’unité, on aura, non seulement 


(O 


(f — x)-^=z I -i- -e 



mais encoi’e 




le signe S s’étendant à toutes les valeui’s entières et positives de 


y a plus : si, en supposant r< 0, on remplace, dans la formule ( 


eP'i-^ par 


on en conclura 


(3) -e^V-ij (i —âre-pv'-i) * = 0 (,h-20„(/— 


Donc les deux produits 


0 „r"“ et 0 „r" 


seront les coefficients des exponcntiellcÉ 




dans le développement de l’expression 


(i — Bre~P'I~'^') 


D’ailleurs on a 


I_ 'i.eP'F'^ 

I — d re~P = I — 6^ — 9r - - - 

eP\Fî 


et, par conséquent. 




i-ZeP^ 


la valeur de X étant 


1 — 6 -^’ 


et de la formule (t), jointe à la formule (4), on conclut 


Q \ _ ÿ 

I—( I — ô n/-i )“ 


;(i —SD'* [(i- j^eP'/-' 



V.., U. .OUÜ um-niere équation, comparée à la formule (7), on tirera 

(, _ 9’-)-. j+ [s],[s - + .. .| 

et 

0^(3 (i 9 ) [s]„+j [i /î i]jX 4- [i — « 4- 2j,X2 4__ _ _ 

et l’on se trouvera ainsi ramené aux équations (10), (u), (12) de la 
page 248. Donc, si 1 on veut rendre complètement rigoureuse la mé¬ 
thode. que nous avons suivie pour établir ces formules, il suffira de 
concevoir que, dans le rapport 

eP’Pï 


rexponentiellc ' se trouve multipliée par un facteur ^<1, qui 
peut d’ailleurs différer aussi peu que l’on voudra de l’unité. 


258. 

Analyse matiiéjiatique. — Noie sur diverses propriétés remarquables du 
développement d’une fonction en série ordonnée suivant les puissances 
entières d’une même variable. 

G. R., T. XIX, p. ‘ao 5 (2*2 juillet 1844)- 

Considérons une fonction donnée d’une variable a; réelle ou imagi- 
nairc. Si cette fonction reste continue, du moins pour des valeurs du 
module de la variable comprises entre certaines limites, elle sera, 
pour do telles valeurs, développable on une série convergente ordon¬ 
née suivant les puissances entières de la variable. Il y a plus : les divers 
termes de ce développement jouiront de propriétés remarquables, et 
qu’il paraît utile de signaler. 

D’abord, la valeur d’un terme quelconque, pour un module donné 
de la variable, ne sera autre chose, comme on peut aisément s’en 
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assurer, que la valeur moyenne et correspondante du pro 
obtient quand on multiplie la fonction elle-même par ur 
exponentielle trigonométrique. Or, de ce principe on dédui 
tement un théorème digne d’attention, savoir, que, dans 1 
peinent d’une fonction suivant les puissances ascendantes 
riable, le module d’un terme quelconque est, pour un moi 
de la variable, toujours-égal ou inférieur au plus grand mod 
pondant de la fonction dont il s’agit. 

D’ailleurs de ce premier théorème on en déduit immédiat 
sieurs autres qui pci'mettent de ti’ansformer en méthodes r 
divers procédés dont on s’était servi pour déterminer les vah 
chées des coefficients que renferme la série. 

Analyse. 

Soit f(Æ;) une fonction donnée de la variable imaginaire 

(i) X — reP'I~^, 

et supposons que cette fonction reste continue entre les lii 
rieurc et supérieure et k du module r de la variable x. O 
prenant r = I, 

(a) ) =.. .a-» a_, e-e v'-i-1- a„-i- a^eP'!-'^ -+■ a^e^‘ 

et plus généralement, en supposant /• renfermé entre les lii 

( ^ ) f ('^) — * - ' ^—2 X “ -f— Cl —J X * —1— -f- Cty X —i— Cl^ X^ —1— • • *, 

la valeur de étant déterminée par la formule 

_ _ 

(4) a„=—— ^ e-'^P'i-^ iÇreP'J-^) dp. 

Or cette formule, dans laquelle on peut supposer l’indice n 


D abord, il suit de la formule (4) que le produit c’est-à-dire 
le module du terme général du développement de f(», est précisé¬ 
ment la valeur moyenne de la fonction 

Q-np yj -1 y'ZT ^ ^ 

D’ailleurs cette valeur moyenne offre nécessairement un module infé¬ 
rieur au module maximum de la fonction elle-même. On peut donc 
énoncer ce thém*ème très général, et qui paraît digne d’attention : 

InnouEHiE I. — Dans le développeinent (V une fonction suivant les puis¬ 
sances entières d’une variable, le module d’un terme quelconque est, pour 
une valeur donnée du module de la variable, toujours inférieur au plus 
grand module correspondant de la fonction elle-même. 

On peut évidemment tirer de la formule ( 4 ) une limite supérieure 
au module du terme général 

a„æ’’ ou a-„x-" 

de la série comprise dans le second membre de la formule (3 ). Yeut- 
on, par exemple, obtenir une limite supérieure au module de a,^cd‘, 
n étant positif, on posera 

P désignant un nombre égal ou inférieur au module X'. Soit d’ailleurs# 
le module maximum de la fonction ï{pet‘'l~' ), ou une quantité positive 
inférieure à ce module. En vertu de la formule ( 4 \ dans laquelle 
nous réduirons r à p, le module do a^x" sera certainement inférieur 
au rapport 



Pareillement, si p, désigne un nombre égal ou supérieur au module 
et le module maximum de la fonction 

ou une quantité positive inférieure à ce module, alors le module de 

*■>_ 
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a-n. ‘jc~" sera certainement inférieur au produit 


EL' 


i.- 


Cela posé, si, dans le second membre de la formule (d), o 
seulement les termes proportionnels aux puissances de x ou 
le degré est inférieur au nombre entier n, l’erreur commise 
tainement un module inférieur à la somme 



0(1, ce qui revient au même, à la somme 



P 


Donc, si l’on attribue au nombre entier n une valeur ass< 
raide pour que la somme ( 5 ) devienne inférieure à un 
limite 0, on commettra sur la valeur de f(Æ:) une erreur, dom 
sera inférieure à cette limite, lorsqu’à l’équation ( 3 ) on su 
suivante : 


(()) r(.r) :::i: .r-" + . . . + 4- ... 4- «v,~i 

et par conséquent on pourra, sans craindre une telle erren 
fonction elle-même, ni sur aucun des termes qui renferme 
ficients 

..., a_,, a.,, - 


déterminer chacun de ces coefficients, non plus à l’aide d( 

( 7 ) \ dp. 


mais à l’aide de la suivante 


(S) 


a„,r= 


r Zi 




/désignant un nombro entier égal ou supérieur à a/i — i, et la sc 
qu’indique le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs entières de 
restent inférieures à /. Or, substituer l’équation (8) à l’équation 
c’est tout simplement appliquer la méthode des quadratures à 
luation de l’intégrale que renferme le second membre de l’équatio 
C’est encore, si l’on veut, appliquer la méthode d’interpolation a 
veloppcment do la fonction f(a7) en série. Mais, en opérant comr 
vient de le dire, on transformera en méthodes rigoureuses ces mét] 
dont les géomètres ont souvent fait usage, et dont j’avais moi-u 
di's l’année i 832 , indiqué l’emploi comme pouvant être utile da 
])rob 1 ('mes d’Astronomie. 

Lorsque, en supposant r =- k etr= /•,, on rend infinies des déi 
de f(u;), alors, d’après ce que j’ai dit dans un autre article, k et k 
l(>s limites extrêmes entre lesquelles le module de x peut varier 
qui' le développement de f(a7) cesse d’être convergent. Si d’aille 
fonction f(u‘) ne di'vientpas infinie avec ses dérivées, mais con; 
au contraire, une valeur finie pour/•=:/■ et pour/' = i/-^, il serj 
de réduiri^, dans l’expression ( 5 ), p à k, p, à k^. Cette dernière r 
tion no sera plus permise si f(a?) devient infinie quand on pôse 
et/- — /:,. Mais alors, pour diminuer la valeur de l’expression ( 
jiourra être avantageux, quand le nombre n sera considérable, d' 
poser P peu différent de k, et p, peu différent de k^. 

Au reste, dans le cas dont il s’agit, on peut souvent substil 
l’expression (o) une autre expression du même genre, que l’c 
duira de l’équation (4), transformée d’abord à l’aide d’une ou d 
sieurs intégrations par parties. En effet, concevons que fia?) de\ 
infinie pour une valeur ^ de x, dont le module soit k, et supp( 
pour fixer les idées, 

f(d:') = <?(«■)> 

¥ 

l’exposante étant positif; mais admettons en même temps que 
conserve une valeur finie pour a? = Si l’on nomme a 1 arg 
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de on aura __ 

ç =r A-e=‘v'->, 

On aura donc, par suite, 

f(A:e/’v'^) = (i — 

et l’on tirera de la formule (4), en y posant r = k, 

(q) a,,— -— f e-"/'v'-'(i — dp. 

art 

Or une ou plusieurs intégrations par parties, applicjuécis à 
nière, formule, feront croître l’exposant — s d’une ou plusi<' 
do manière qu’il se trouve remplacé par un exposant posit 
le module maximum de la fonction sous le signe j, mi 
le rapport > donnera évidemment pour produit une li 
rieure au module du terme a„ x“. 

Lorsqu’on applique les principes que nous venons d’e 
problèmes d’Astronomie, il est bon de se rappeler que l’on s 
calculs en substituant directement, dans les intégrales dont 
se déterminent par la méthode des quadratures, les anoma 
triques aux anomalies moyennes. 


259. 

Astronomie. — Mémoire sur l’application de la méthode logai 
la détermination des inégalités périodiques que présentent 
ments des corps célestes. 


EXTRAIT N" m 
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la considération des logarithmes, et que j’ai nommée pour cette raison 
la méihode logarithmique. Comme l’emploi de cette méthode offre sur¬ 
tout de grands avantages dans le calcul des perturbations que pré¬ 
sentent les mf)uvements des planètes ou même les mouvements des 
comètes, j’ai cru qu’il serait utile de montrer comment elle s’applique 
à ce calcul. Cette application, qui peut intéressera ta fois tes géomètres 
et tes astronomes, a été seulement indiquée dans une précédente Note. 
Elle sera l’objet du présent Mémoire. 

Les amis des sciences verront, je l’espère, avec satisfaction, la nou¬ 
velle méthode s’appliquer aussi facilement à la théorie du mouvement 
des comètes qu’à la théorie des mouvements planétaires. 

§ 1 . — Considérations ^'éiiérales. 

Comme je l’ai rappelé dans le Mémoire du 22 juillet, le calcul des 
inégalités périodiques, produites dans le mouvement d’une planète m 
par l’action d’unc', autre planète m', suppose que l’on a développé la 
fonction perturbatrice, et spécialement la partie de cette fonction 
qui est réciproquement proportionnelle à la distance v des deux 
planètes, en une série ordonnée suivant les puissances entières des 
exponentielles trigonométriques dont les arguments sont l’anomalie 
moyenne T de la planète m, et l’anomalie moyenne T de la planète m'. 
Le problème qu’il s’agit alors de l'ésoudre consiste donc à développer 
- suivant les puissances entières, positives, nulle et négatives des 
deux exponentielles _ 

Soient effectivement le coefficient de 

qIi’ T’sj-— l 

dans le développement de et A„,„' le coefficient de 



dans le cieveioppement ae a,/, un aura, non seuiemeiu 


(i) - — 

la somme qu’indique le signe ^ s’étendant, à toutes les vale 
tières, positives, nulle ou négatives de n', mais encore 

la somme qu’indique le signe ^ s’étendant à toutes les vale 
tières de n, n'; et, pour obtenir l’inégalité périodique correspr 
à un argument donné, par exemple à l’argument 

n'T—tiT, 

n, n! étant deux nombres entiers donnés, il faudra rechcrc 
valeurs correspondantes des coefficients 

A , \ 

des exponeiUielles 

n T- n’ T) ^ n' T'-n T) ^ 

Soient d’ailleurs les anomalies excentriques des planètet- 
et nommons Æ,/ le coefficient de l’exponentielle 

dans le développement de ^ suivant les puissances entières de 
nentielle 

Une formule, que j’ai rappelée dans le Mémoire sur la métboc 
rithmique [voir la formule (5) de la page 253], et qui contin 
demment de subsister quand on passe de la planète m à la plai 
ramènera la recherche du coefficient k,^ à la recherche du 
oient A.„'. 11 reste à montrer comment on peut déterminer la 


du coefficient et développer cette valeur suivant les pui 
entières de rexponentielle 

Cette détermination et ce développement seront l’objet des dei 
graphes suivants. Dans le dernier paragraphe, je ferai voir ■ 
vertu d’une légère moditication apportée à la marche du cal 
formules obtenues deviennent applicables à la théorie du mon 
des comètes aussi bien qu’à la théorie des mouvements planétf 


§ IL — Développement du rapport de l'unité à la. distance t de t/i 
nètes ni et né, en une série ordonnée suivant les puissances eiik 
Vexponentielle trigononiétrique dont Vargument est Vanomalit 
trique de la planète né. 

Soient toujours les anomalies excentriques des plan 

77i\ et t leur distance mutuelle. La valeur générale de y- se; 
forme 

I V-- “ h -H k COS('|' y — a) -- I) COS — o) — 1)' COS(’V — c') 
(l) 

I + c cos(4' H- 'Y — y) *+- i cos2 4 -H cos2 4^ 

h, k, b, b', c, i, i' désignant des constantes posilivc's, et a, 6, i 
angles constants. Donc, en posant, pour abréger, 

/ P r-: h -H k cos ( 4 — 4^ ” ^ ) 

O, ) < — i) COS ( 4 — 6 ) — b' cos ( 4' — ^' ) + c cos ( 4 4^ 7 ) 

I ç i cos 24 - 1 - é cos 2 4', 


on aura 




*<. “ nz O -j— >3 . 


On en conclura 


(4) 


I -V I -l 1-3 

- — P - H— P " î -1- 7 P “ ç- -h . . . ; 

‘c ^ 2 ‘ 2.4 


et, comme ç sera généralement très petit par rapport à p, on 
réduire la série comprise dans le second membre de la forn: 


à un petit nombre de termes. D’ailleurs, les développemen 
ç-, suivant les puissances entières de , se déduir 
aisément de la formule 

ç = i cos 2+ i' cos 2 

Donc la recherche du développement de - suivant les mêm 
sances, et en particulier la recherche du coelBcient corres 
à la puissance du degré n', c’est-à-dire à l’exponentielle 

„ J 

se trouvera réduite à la recherche des développements de p ', f 
Or, l étant un nombre entier peu considérable, on développe 
ment 

P -, 

suivant tes puissances entières de rexponentielle 

e'î'V-i', 

à l’aide des formules c[ue nous avons déjà rappelées, et en 
comme il suit. 

La valeur de p, déterminée par la première des équations (; 
être réduite à la forme 

( .0 ) P Ï'I H— K cos ( 

H, K, (O désignant trois quantités indépendantes de l’angle 
effectuer cette réduction, il suffit de poser 

(6) II = h — b 008(4* — ®)> 

1 

les valeurs de e, w étant fournies par les équations 

k k 

|x/ _ P _ 

«, = 1 — -h Le-(24'- a-Y) V-i. 

k k 


( 8 ) 



En vertu de ces diverses formules, H et K- seront des 
libres des deux quantités variables sin'|i, cos'|, la foncti 
premier degré par rapport à chacune de ces deux quanti 
lion K" du second degré. Si d’ailleurs on pose 


(9) 

on en conclura 


n = tang( I arc sin 


_ = _ a4- - > 


et par suite l’équation (6) pourra être réduite à 


(lO) 

la valeur de ii étant 
(ir) 


H = — «, 

2tt 


azizi — 2 rt cos ( ^ — 6 ) 4- 


Ajoutons que les valeurs de v, w fournies par les équatioi 
elles-mêmes être présentées sous les formes 


(I2) 


(T’ = (i — be~('t“a) (i — V) 


I), c désignant des constantes positives, et pi., v des ans 
Posons maintenant 


(13) 
et 

(14) 

On aura, par suite. 


K 

H 


0 = lang(|arcsinu). 


I_ I 

'J 2 


Donc la formule (5) donnera 

K 


(i5) 


20 


[t 4- 2 0COS(4'’— C*)) -H 0“], 


OEuvres de C. — S. I, t. VIII. 


et l’on en conclura 


(.8) 


(i6) 


P 


1 



[H-2ÔC0S(ii;'-w)4-ô-] - 


Cela posé, concevons que l’on développe les deux expressions 

-l—- —l—~ 

(l — 20 COs4''-H 0‘) % P ■ 

en séries ordonnées suivant les puissances entières de l’expon 

0 sera le module commun des deux séries; et, si l’on nomme 

les coefficients de l’exponentielle 


dans les deux développements, on aura 

( 17 ) (—i)"' 


Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

_ l { l - i - 1 ). ^ .{ I -+■ Il — l) 

et 

> _ 

i — Qi’ 

on trouvera, non seulement 


— 1.^ "f" ^ 


1 2 «'+27-1-1 

r — - - - 

2 2 -f- 2 


1.3 2 /i^H- 2 /H- I 2 /i'~h 2 l 

2.4 2/l'-h2 2/z'-|- 


mais encore 

( 19 ) 


(_ 02/""i 


la valeur de étant 


( 20 ) 


2/4-1 

2 


2/ — I ^ ^ (2/-1- i)( 2 / 4 - 3 ) 
2/1'4-2 ‘ 2.4 


(2/ —i) (2/—- 3 ) , 
( 2 /i' 4 - 2 )( 2 /i' 4 - 4 ) 


Ajoutons que, si, dans la formule (17), on substitue à la place de K et 
de l’exponentielle <2“'^ ' leurs valeurs, tirées des formules (7), on 
trouvera 



Comme la valeur de 0/y, fournie par l’équation (18), se compose 
de termes proportionnels à diverses puissances de 0, savoir, à 


Qn'^ Qri'+l 


il est clair que, en vertu des formules (18) et (20), la valeur de 'i(V./,„'se 
composera de termes proportionnels à ces mêmes puissances, multi¬ 
pliées par le produit 



Donc, pour développer en une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières de l’exponentielle , il suffira do développer en 
séries de cette espèce le produit 


et ceux dans lesquels il se transforme quand on remplace successive¬ 
ment le nombre n! par chacun des nombres 1, 2,_Or, si 

l’on veut appliquer à ce dernier problème la méthode logarithmique, 
la question sera réduite au calcul des développements des logarithmes 
népériens de e, «2 et 0 . D’ailleurs, les développements des logarithmes 
de e et w se déduiront immédiatement des équations (12) jointes à la 
formule 

( 23 ) i{i —x) ——. .y 
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dans laquelle la lettre I indique un logarithme népéri 
question pourra être ramenée à la formation du développi 
suivant les puissances entières de l’exponentielle 

Considérons, en particulier, le cas où l’on se propose 
des perturbations correspondantes à des puissances éleve 
nentielles qui ont pour arguments les anomalies moyeni 
planètes m, m'. Alors, le nombre n! devenant considérabl 
qui suivent le premier, dans le second membre de la fc 
deviennent très petits, et il est avantageux de remplacer la 
parla formule (19), jointe à l’équation (20), dont le sec 
peut être, sans erreur sensible, réduit à un petit nombr 
D’ailleurs, on tire des formules (17) et (19) 


( o4) (-1)"' [/ + - - --, 

Il y a plus : comme la formule (r 4 ) donne 

I — \/i — y- i ï 4-. y/l — ^2 

- J — -, 

'J O 'J 

on en conclut 

2\e V ~~ K 


Donc l’équation (24) peut être réduite à 

( 25 ) = (-1)»' H- U,„. ( lU - 9 '‘'' 


ou, ce qui revient au même, en vertu de la seconde des for 


sances entières de l’exponentielle 


e'I'v'-', 


il suffira de développer en séries de cette espèce le produit 

6 «', 

par conséquent le produit 

(27) 0 ’‘', 


et ce même produit successivement multiplié par les premières puis¬ 
sances entières de X. Or, si l’on veut appliquer à ce dernier problème 
la méthode logarithmique, la question sera réduite au calcul des loga¬ 
rithmes népériens des développements de 

S, H- — K- et 


D’ailleurs, comme on l’a déjà remarqué, les développements de le, 
\w se déduisent immédiatement des formules (12) et (aS). D’autre 
part, est une fonction entière, et du quatrième degré, de cos'j^, 

sin'j^, qui offre une valeur toujours positive, et qui, pour ce motif, 
peut être égalée au produit d’une constante par deux facteurs V, W 
semblables à ceux dont les formules (12) fournissent les valeurs. On 
pourra donc encore, à l’aide de la formule (ad), développer aisément 

en une série ordonnée suivant les puissances entières de l’exponen¬ 
tielle 


et il ne restera plus qu’à développer en séries du même genre 16 et 
IX. Enfin, comme des deux formules 







on tirera 


1 L 

J-0K 

?.= = , 

V/H^-K^ /H“--K^ 

on en conclura 


U=il|k + 10H-{[lP + hv-l(IP-K^)], 

et par conséquent la recherche du développement de IX se 
immédiatement ramenée à la recherche du développement de 
Donc, en résumé, dans l’application de la méthode logari 
au développement du coefFicient et par suite au dévelo 
du coefficient suivant les puissances entières de e'I'X-', 1: 
pale difficulté consiste à développer le logarithme népérien 
dulc 0. 

Nous allons maintenant nous occuper de résoudre le deri 
blême. 


§ III. — Développement du logarithme népérien du module Ô si 
puissances entières de Vexponentielle trigonométrique dont Vl 
est Vanomalie excentrique de la planète m. 

Le module G est, comme on l’a vu dans le paragraphe pi 
déterminé par le système des deux équations 

K 

(i) 0=1 tang(4 arc sin'j), ’j 1 = —, 

H, K- étant deux fonctions entières des quantités variables sir 
et ces deux fonctions étant, par rapport aux quantités dont 
la première du premier degré, la seconde du second degré. Oi 
on a généralement 

^ X dx . , . dx 

altang-- = -:— et d arc =z — - , 

^2 sin.ï* y/j_^.2 


D^10=z 






on tirera des formules (i) 


ot, par suite, 

(2) 


la valeur de U étant 


I)^lô = 


U 

K2 \/H^ - ’ 


(3) U = HKD4,K-Iv-D^H, 

De plus, comme la première des formules (7) du § II donne 

( 4 ) R^=:k-ca’, 

les valeurs de e, »^étant fournies par les équations (12) du même para¬ 
graphe, la formule (2) pourra être réduite à 


( 5 ) 




_I_U 


D’ailleurs, en vertu de la formule ( 3 ), U p seront deux fonctions 

de siii'^, cos'l^, entières et du troisième degré; par conséquent deux 
fonctions entières, et du troisième degré, de chacune des exponen¬ 
tielles 


Donc, pour développer D^IO en une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières de l’exponentielle il suffira de'développer en 

une semblable série le rapport 

( 6 ) - r— ■■ • 

K'-* 

Or on y parviendra aisément en suivant la méthode logarithmique, 
puisque le logarithme de ce rapport sera égal et de signe contraire à 
la somme 

le-i-W -+-|1(H—K-), 

dont chaque terme pourra être facilement développé, ainsi que nous 
l’avons déjà reconnu, en une série ordonnée suivant les puissances 
entières de . 
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^ jy, — Des déi’eloppeme?its ordonnés suivani les puissances des expon 
trigonornétriqaes qui ont pour arguments les anomalies moyennes 
planètes. 

Les principes exposés dans les paragraphes précédents four 
immédiatement le développement de la fonction perturbatrice, 
cialement de la partie de cette fonction qui est réciproqueme 
portionnelle à la distance % de deux planètes m, m', en un 
ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles t 
métriques qui ont pour arguments les anomalies excentriques i 
ces deux planètes. Mais le calcul des inégalités périodiques ex: 
les développements soient effectués suivant les puissances e 
des anomalies moyennes T, T. Voyons comment il est possible 
stituer ces dernières anomalies aux deux premières. 

Nommons toujours Jin' le coefficient de l’exponentielle 

dans le développement de ^ en une série ordonnée suivant le 

sances entières de e'I'N"' ; se composera de diverses partie 
chacune, comme on l’a vu, pourra être facilement déterminée 
de la méthode logarithmique. Soit 

une de ces parties, considérée comme fonction de l’angle 4 ^; F( 
un produit de facteurs simples dont les logarithmes népériens 
immédiatement développables en séries ordonnées suivant le 
sances entières de l’exponentielle 


suivant les puissances entières, non plus de l’exponentielle 


mais de l’exponentielle 


et cherchons en particulier, dans ce nouveau développement, le 
ficient de la puissance du degré n, c’est-à-dire le coefficient de 


n désignant une quantité entière positive ou négative. Le coelï 
cherché sera 

I /•’' _ 

(O — / 

Mais, en nommant £ l’excentricité de l’orhite décrite par la plant 
on a 


( 2 ) — s siii'.}'. 

Donc l’expression (17) pourra être réduite à celle-ci : 

J — — 

(3) —£ cos^j;) 

Donc le coefficient 

enT^~l 

dans le développement de la fonction 
suivant les puissances entières de 
sera en même temps le coefficient de 

gni/4~\ 


dans le développement du produit 

(4) (i — eF('ii), 
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suivant les puissances entières de 

Donc, pour obtenir ce même coefficient à l’aide de la méthode loga¬ 
rithmique, il suffira de développer suivant les puissances entières de 
le logarithme népérien du produit (4) et, par conséquent, le 
logarithme népérien de ses divers facteurs. Or, par hypothèse, on 
connaît déjà le développement du logarithme népérien de la fonc¬ 
tion F('|i), et le logarithme népérien de rexponenticlle 

Qti £ sin 

est tout simplement 

ns sim]; ~ ^ e-'lv'-'. 

Il ne restera donc plus à développer, suivant les puissances entières 
de e^^~', que le logarithme népérien du facteur 

I — scos];. 

On y parviendra très aisément en posant 
(5) n = tang'd arc sins). 

En effet, on tirera de la formule ( 5 ) 



par conséquent 

( 6 ) I — s COSlL rr: — (l — 2 Y) COSÜ; 4-n-), 

2 Y1 ‘ 

ou, ce qui revient au même, 

( 7 ) I— £C 0 Si|;:=: ^(i —•ne't'v^)(i — 

et il est clair que le développement cherché du logarithme népérien 
de I — ecos']; se déduira immédiatement de l’équation (7), jointe à la 
formule (28) du § II. 
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En résumé, à l’aide des formules que nous avons établies, on calcu¬ 
lera aisément le coefficient de l’exponentielle 

OU bien encore de l’exponentielle 

dans le développement do la fonction On calculera de la même 
manière les coefficients de la même exponentielle dans les développe¬ 
ments des fonctions 

et, pour déduire de ces divers coefficients celui qui leur correspond 
dans le développement de la fonction A^-, il suffira d’observer que 
ce dernier se trouve nécessairement lié aux autres par une équation 
linéaire, semblable à celle qui lie entre elles les fonctions elles- 
mêmes, c’est-à-dire semblable à l’équation ( 5 ) do ta page n 53 . 

§ V. — Remarque sur les formules obtenues clans les paragraphes 

précédents* 

Soient a, a' les demi-grands axes des orbites décrites par les astres m, 
m', et nommons £, t 'les excentricités de ces mêmes orbites. Los valeurs 
de i, i', dans le second membre de l’équation (i) du § II, seront 

a'H'- 

' “ 2 ’ ” 2 

Or, CCS valeurs étant généralement très petites dans la théorie des pla¬ 
nètes, il est clair que, dans cette théorie, la valeur de ç déterminée par 
la formule 

( 2 ) ç =r i cos 2 il/ -h i' cos 2 4^' 

est très petite elle-même, comparée à la valeur de p que l’on peut sup- 
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poser cléfermince par l’équation 

(3) p = ç. 

Donc alors la valeur de ^ déterminée par la formule 

( 4 ) + 


se trouve représentée par la somme d’une série très convergente. 11 
n’en est plus de meme lorsque m, cessant d’être une planète, devient 
une comète, et alors, des deux quantités i, i', la première, i, cesse 
d’etre très petite. Mais, dans ce dernier cas, et même dans tous les 
cas possibles, on peut, en conservant sans altération les formules ( 3 ) 
et (4)> substituer à l’équation (2) l’équation plus simple 

(. 5 ) ' ç = i' cos 24 ^'. 

Alors toutes les formules que nous avons précédemment obtenues, et 
les conséquences que nous en avons déduites, continuent de sub¬ 
sister. Seulement les fonctions entières de siii'j^, cos'ji, représentées 
par 

II et IP-K^ 


sont : la première, du second degré; la seconde, du quatrième degré; 
ce qui n’empèclie pas ces mêmes fonctions d’être décomposables en 
facteurs linéaires. Cette remarque très simple permet évidemment 
d’appliquer la méthode logarithmique au calcul des inégalités pério¬ 
diques qu’éprouvent les mouvements, non seulement des grandes et 
des petites planètes, mais encore les mouvements des comètes elles- 
mêmes. 


260 . 


NAL\SE MATHÉMATIQUE. — Note SW Vapplication de la méthode logarith¬ 
mique au développement des fonctions en séries, et sur les avantages 
que présente, dans cette application, la détermination numérique des 
coefficients effectuée à l'aide d'approximations successives, 

G. R., T. XIX, p. Coq (7 octobre iS44). 

Dans de précédents Mémoires, j’ai fait voir avec quelle facilité ia 
éthode logarithmique s’appliquait au développement des fonctions 
\ séries, et, en particulier, dans les problèmes astronomiques, au 
îveloppemeiit de la fonction perturbatrice. Il convient d’abréger et 
3 simplifier, autant que possible, les calculs résultant de ces appli- 
itions. Or j’ai reconnu que l’on parvenait effectivement à rendre ces 
dénis plus simples et plus concis, en déterminant par la méthode 
igarithmique les valeurs numériques dos coefficients dans deux ou 
lusicurs approximations successives. Entrons, à ce sujet, dans 
Liolques détails. 

Concevons qu’il s’agisse d’évaluer numériquement le coefficient 
une certaine puissance positive ou négative d’une exponentielle tri- 
3 nométrique, dans le développement d’une fonction ordonnée, sui- 
int les puissances entières de cette exponentielle. Souvent, d’après 
nature môme du problème qui exige cette évaluation, on saura quel 
>t l’ordre de décimales auquel on doit s’arrêter dans la valeur nuraé- 
que cherchée. Ainsi, en particulier, si cette valeur numérique doit 
iprésenter, en Astronomie, le maximum d’une certaine perturbation 
i moyen mouvement d’une planète, on saura quel est l’ordre de déci- 
ales auquel on doit s’arrêter pour que l’erreur commise ne dépasse 
is une limite déterminée, par exemple une seconde sexagésimale, 
ais on ne saura pas a priori de quel ordre sera le chiffre le plus élevé 
i la valeur numérique cherchée. A la vérité, on pourra facilement 
itenir une limite supérieure à cette valeur numérique ou au nombre 
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des chiffres significatifs à l’aide desquels elle devra être exprimée. 
Mais il importe de connaître exactement le nombre même de ces 
chiffres; en d’autres termes, il importe de savoir si te rapport de la 
valeur numérique cherchée à l’unité décimale de l’ordre auquel on 
doit s’arrêter reste compris entre i et lo, ou entre lo et loo, ou 
entre loo et looo, — En effet, sans cette connaissance, on se trou¬ 
vera exposé, par exemple, à conserver partout dans les calculs cinq 
ou six chiffres significatifs, tandis que deux ou trois suffiraient pour 
atteindre le degré d’approximation désiré, et l’on verrait ainsi le temps 
employé par le calculateur croître dans une proportion effrayante. On 
évitera cet inconvénient, si l’on détermine la valeur numérique cher¬ 
chée à l’aide de deux ou de plusieurs approximations successives. 
Pour fixer les idées, on pourra déduire successivement de la méthode 
logarithmique une valeur du coefficient demandé, qui soit approchée 
à quelques centièmes près, puis une valeur qui soit exacte jusqu’au 
chiffre décimal de l’ordre auquel on doit s’arrêter. 

Ce qu’il importe surtout de remarquer, c’est que les deux approxi¬ 
mations successives, loin de présenter deux opérations distinctes et 
indépendantes l’une de l’autre, peuvent être liées entre elles de telle 
sorte que la première rende la seconde beaucoup plus facile à effec¬ 
tuer. En effet, considérons les deux facteurs variables qui, multipliés 
l’un par l’autre et par une certaine constante, doivent reproduire une 
fonction dont le logarithme est développé suivant les puissances en¬ 
tières, positives et négatives d’une même exponentielle trigonomé- 
trique. Il suffira, pour simplifier notablement la seconde opération, 
de considérer chaque facteur variable comme équivalent à sa valeur 
approchée multipliée par un nouveau facteur. D’ailleurs, pour obtenir 
le logarithme développé de ce nouveau facteur, il suffira de retrancher 
du logarithme du premier le logarithme de la valeur approchée, ou 
plutôt son développement, dont les coefficients sc détermineront, avec 
toute l’exactitude que l’on recherche, à l’aide des équations linéaires 
employées dans les applications de la méthode logarithmique. 

Au reste, on ne s’étonnera pas de voir des approximations succès- 
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ves rendre plus facile le développement des fonctions en séries, si 
on songe que c’est précisément sur un système d’approximations 
ffectuées l’une après l’autre, que reposent, non seulement la division 
rithmétique et l’extraction des racines, mais encore la méthode de 
ewton pour la résolution des équations numériques. 


261 . 

.NALVSE MATHÉJiATiQUE. — Note SW les propriétés de certaines factorielles 
et sur la décomposition des fonctions en facteurs. 

C. R., T. XÎX, [). 1069 (18 novembre 1844)- 

Les factorielles que j’ai nommées géométriques sont celles que l’on 
htient quand on multiplie les uns par les autres des binômes dont 
îs premiers termes sont tous égaux entre eux, tandis que les seconds 
îrmes forment une progression géométrique. Lorsque l’on prend 
our raison de la progression géométrique une certaine variable x, 
i factorielle géométrique devient une fonction de æ; et si, le premier 
erme de chaque binôme étant réduit à l’unité, le nombre des facteurs 
evient infini, alors, pour que la factorielle conserve une valeur finie 
t déterminée, il sera généralement nécessaire que le module de x 
evionne inférieur à l’unité. 

Au reste, la factorielle géométrique, telle que je l’ai définie, se 
rouve comprise, comme cas particulier, dans une classe très nom- 
ireuse de factorielles dont on peut obtenir l’une quelconque, en sub- 
tituant aux termes de la progression géométrique les termes corres- 
londants d’une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
a variable x. Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de x, 
[ui rendent la série convergente, sont aussi généralement celles qui 
endent convergente la factorielle elle-même, de manière à fournir 
me valeur finie et déterminée de cette factorielle. 
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Ou peut SC demander quelles valeurs doivent acquérir les coeffi¬ 
cients numériques de la série, pour que la factorielle repi’éscntc une 
fonction donnée. Diverses métliodos sont applicables à la solution de 
ce dcz'nier problème. On peut effectivement le résoudi’C, soit à l’aide 
de la division algébrique, soit en recourant à la méthode des coeffi¬ 
cients indéterminés, soit à l’aide des logarithmes. 

.le me propose, dans un autre article, de rechercher a priori quelles 
sont les valeurs de la variable x qui permettent de transformer une 
fonction donnée de cette variable en factorielles convergentes de l’es¬ 
pèce de celle que je viens d’indiquer. 

montrerai d’ailleurs quels sont les avantages que l’on peut retirer 
de la considération dos factorielles pour simplifier les applications de 
la méthode logarithmiifuc, spécialement dans les problèmes d’Astro- 
nomie. 

Analyse. 

Désignons par æ une variable réelle ou imaginaire dont le module 
soit r. Les divers termes d’une série ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de x seront de la forme 

(r) « 0 , ayX, a^x‘‘, « 3 ^'^, .... 

Si d’ailleurs on nomme le module de et k la plus grande des 

limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes de /t, la 
valeur de l’expression 

le jiroduit/rr sera le module de la série (i), qui restera convergente 
pour tout module de x inférieur à y Faisons maintenant 

() ï* — (I “H ( 1 (i -a- eux ^) (^ )• • • 

et 

(3) P«=; (i U- a^x") (i -H 

n désignant un nombre entier qui pourra être sup|)Osé très considé- 
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rable. Pour que la factorielle représentée par la lettre P conserve une 
valeur finie et déterminée, il sera nécessaire et il suffira que la facto¬ 
rielle P„ conserve elle-même une valeur finie et déterminée. Pour que 
cette dernière condition se trouve remplie, il sera nécessaire, non seu¬ 
lement que le produit 

diffère peu de zéro pour de grandes valeurs de n, mais encore que la 
série 


(4) ](i-h ««+1^;'»-*-'), ... 

reste convergente, la lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme 
népérien. Or, le module de la série ( 4 ) se réduisant au produit kr, 
aussi bien que le module de la série (i), on en conclura que la 
série ( 4 ), et par suite les factorielles (2) et ( 3 ), seront convergentes 
ou divergentes, suivant que le module r de x sera inférieur ou supé¬ 
rieur à y- 

/C 

Les valeurs des coefficients a,, a,, ce,, ..., que renferme le second 
membre de la formule (2), déterminent la nature de la fonction P. 
Supposons maintenant que cette fonction soit donnée a priori et 
qu’elle ait été développée en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x, en sorte qu’on ait 

(5) P = Aq-i-A ia;-I-- 

On pourra chercher à déduire des coefficients Ao, k.^, ... les coeffi¬ 
cients «0, a,,, _On y parviendra sans peine en partant de l’équa¬ 

tion 

(6) A0-f- AI^ -i- (I •+• ^ï(j) (ï -f- (i -j- )..., 

qui doit être vérifiée tant que les deux membres restent convergents. 
Or on trouvera d’abord, en posant x = 0, 


OEuvres C* — S. 1, t. VIII, 


Ao — I -h 


4o 
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et, par suite, on aura 
il) 


I + ^ “1“ -jr- 30^ ~i- . .. — (I “H ct^x^ (I H- x^ ) ( 1 "H x^ ) H-. . . 

Aq Ao 

r= I XiX x^x-~h {x^-^- Xi Xi) x^ : 


puis on en conclura 
A, . 


( 8 ) 


X,— 


A„' 


A, 

Ào’ 


-+■ ci^cii — —— ) 
An 


Ces dernières équations fourniront le moyen de déterminer successi¬ 
vement les valeurs de a,, a.,, a^, .... On pourrait aussi, après avoir 
déterminé a, par la première des équations (8), diviser par i-^a^x 
le polynôme 


Al Ao 

I + X x^ 

Ao Ao 


ordonné suivant les puissances ascendantes de x, puis égaler ce quo¬ 
tient au produit 


(l -t- x«x-) (l X 3 X^) H-. . I -H x^X'-i- x^x^ +■. . . 


et déterminer ainsi la valeur de a„. On pourrait encore, après avoir 
trouvé le coefficient «a» appliquer à la recherche du coefficient une 
nouvelle division algébrique, en prenant pour diviseur le binôme 
\-\-a.3X-, — Enfin il est clair que, si l’on suppose le logarithme 
népérien IP développé en série, en sorte qu’on ait 

( 9 ) t P ■“ Ro R1 ^ “1” Ba “1“ ‘ , 

on pourra déduire a,, a.,, a^, ... de l’équation 

1 13 0 H— 131 «3? “H 13 2 <3?^ H— .. . 

= I (H- «(,) H- «i.r -h 

(“ 3 + (ak— ~xl'jx'’-i- - 
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n effet, l’équation (lo) entraîne les suivantes 

I l(l H-flo) Bo, 

esquelles on tirera successivement les valeurs de a,, a.,, a^, .... 


262 . 

.NALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur un nouvcau genre de développement des 
fonctions, qui permettra d’abréger notablement les calculs astrono¬ 
miques. 

C. R., T. XIX, p. 1123 (25 novembre 1844). 


On sait quels services ont rendus à la science du calcul la série de 
aylor et la série do Lagrange. .T’ai l’honneur de présenter aujourd’hui 
ux géomètres une nouvelle série qui me semble pouvoir elle-même 
ontribuer aux progrès de l’Analyse. Je vais essayer d’en donner ici 
ne idée en peu de mots, et indiquer de quelle manière J’ai été con¬ 
uit à la formule générale qui est l’objet du présent Mémoire. 

On connaît le développement de la fonction perturbatrice, relative 
U système de deux planètes, en une série ordonnée suivant les puis- 
inces entières de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argu- 
lent leur distance apparente vue du centre du Soleil. On sait d’ail- 
îurs que, dans ce développement, le coefficient d’un terme d’un rang 
’ès élevé peut être représenté approximativement par une expression 
"ès simple, et rigoureusement par une série dont cette expression est 
; premier terme. J’ai reconnu que l’expression dont il s’agit est com- 
rise, comme cas très particulier, dans une formule qui offre aussi le 
remier terme d’une série générale, dont l’usage paraît devoir rendre 
lus facile la solution d’un grand nombre de problèmes. 

Concevons, par exemple, qu’il s’agisse de développer une fonction 
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en une série ordonnée suivant les puissances entières d’une certaine 
exponentielle trigonométricfue, et de calculer le coefficient d’une puis¬ 
sance d’un degré très élevé. Je prouve qu’il sera généralement très 
facile d’obtenir une valeur approchée ou même exacte de ce coeffi¬ 
cient, si la fonction a été décomposée en deux facteurs, dont un seul 
fournisse pour les termes de ce degré ou d’un degré plus élevé des 
valeurs sensibles. Or ce cas est précisément celui qui se rencontre en 
Astronomie; et par suite, aux formules que j’ai déjà données pour la 
détermination des mouvements planétaires, il me paraît très utile de 
joindre encore celles que renferme le Mémoire ci-annexé. 

Au reste, la nouvelle formule générale peut être appliquée à la 
détermination d’un terme quelconque d’une fonction quelconque, 
décomposée en deux facteurs. 

Ce qui paraît digne d’attention, c’est que la série générale à laquelle 
je suis parvenu est une série simple dont les divers termes sont propor¬ 
tionnels, non plus, comme dans la série de Taylor, aux dérivées suc¬ 
cessives d’une même fonction, ni, comme dans la série de Lagrange, 
aux dérivées des puissances entières d’une fonction donnée, mais à 
diverses fonctions dont chacune est le produit de la variable par la 
dérivée de la fonction précédente. Quant aux coefficients numériques, 
ils olfrcnt des valeurs qui dépendent du rang.du terme que l’on consi¬ 
dère et du premier des deux facteurs de la fonction donnée. 

Dans de prochains Mémoires, je donnerai des applications numé¬ 
riques de mes nouvelles formules à la théorie des mouvements des 
planètes et des comètes elles-mêmes. 


Analyse. 

§ I. — Recherche et démonstration de la nouvelle formule. 

Nommons F(aj) une fonction donnée de la variable x, et concevons 
que le développement de cette fonction en série ordonnée suivant les 
puissances entières positives, nulle et négatives de x, soit, pour des 
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valeurs do x comprises entre certaines limites, celui que détermine la 
formule 

(1) + 4_2Æ—_ 

En d’autres termes, concevons que, pour des valeurs entières positives 
ou négatives de n, le coefficient a;", dans le développement dont il 
s’agit, soit représenté par /!„. Supposons d’ailleurs la fonction F(a7) 
décomposée en deux facteurs; représentons l’un de ces facteurs par 
f(£c), l’autre par (p(0a7), 0 désignant une constante qui pourra se 
réduire à l’unité, en sorte qu’on ait 

(2) E(a;) f(a;), 

et posons encore 

(3) [{x) = « 1 ,- 1 - «!«;-(- a^x- + ...+ 

(zf ) (p^x) ko -[- kj a? H— \i2X" H—... k—j a?”* -}- k_2 x~^ -f-.... 

On tirera de la formule ( 4 ), du moins pour des modules de 0 qui ne 
s’écarteront pas de l’unité au delà d’une certaine limite, 

(5) tp(0«;) nr ko-l- ki0«; -t- ... H- k_i0~'Æ:“‘ -+- x-'^-h.. ■. 

Or, si l’on substitue, dans la formule (2), les valeurs de 

F(«;), f(«), ixi{dx), 

tirées des formules (i), ( 3 ), ( 5 ), les coefficients des puissances sem¬ 
blables de X, dans les deux membres, devront être égaux entre eux, 
et, par suite, on aura 

(6) «Ok„0'M-aik„-i0'*-‘. 

Ajoutons que, dans cette dernière formule, 

A/if Xfi . et , k;, 

pourront être considérés comme des fonctions de n, dont les valeurs 
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seront exprimées par des intégrales définies connues. On aura, par 

exemple, 

( 7 ) Aa=^—f e-"P'/^'F(eP^i)dp, 

__ _ 

(8) k„ = — / dp. 

^ ‘^—TT 

Si, dans l’équation (8), on remplace n par n -f- m, on en conclura 

(9) K+,n =— / (p(ees/-i) rf/i. 

D’ailleurs, l’expression sera, pour toutes les valeurs de p, dé¬ 

veloppable en une série convergente; et, si l’on substitue le développe¬ 
ment de cette expression, savoir, 

Q-mp ^/-l _ J _J_ — P ^_I_ iîL (—P \J — ^ 


dans le second membre de l’équation (9), on en tirera 


( 10 ) k/,— k,,-f- k„,j,-f-ICn,2 —^• * *, 

la valeur de k„,,„ étant généralement déterminée par la formule 


(■') 


k 


//,m — 


2 Ti: / ^ l . 1 .,, t u 

—7t 


^g/>v'-i ) dp. 


que l’on peut réduire à 
(12) 


k 


n^m — 


T)'” k 

I . 2.3 . . . //i 


Cela posé, la valeur de fournie par l’équation (10) se réduira 
simplement à la suivante 

(i 3 ) lw,„ = k,.-h ^D„k„-f--piDlk„H-.. 


c’est-a-dire à celle que donne la formule de Taylor. 
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Observons maintenant que la formule ( 3 ) peut s’écrire comme il 
lit 

4 ) î{x) = la,nX’’\ 

i somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, 
ositives, nulle et négatives de m. Sous la même condition, l’équa- 
on (6) peut être réduite à 

5 ^ À — 5/7 ïc * 

t de cette dernière formule, combinée avec l’équation (lo), qui con¬ 
nue de subsister quand on y remplace m par —m, on tire immédia- 
iment 

6) ^m= 6'*(k„2a,„Ô-"‘— —...). 

'onc, si l’on pose, pour abréger, 

7 ) f,(x) = Ima„,x"'-, î^(x) z::z2m}a„iX'’^, 

t si d’ailleurs on a égard à la formule (i4), on trouvera définitivc- 
lent 

8) 0«[k„ f(ô-') - k„,. + k„,,f,(Ô-<) ..] 

U, ce qui revient au même, en vertu de l’équation (22), 

L ^ 1.2 _ 

elle est la formule très simple et très générale par laquelle on peut 
rer de k„, considéré comme fonction de n, la valeur de A„. Il est 
’ailleurs important d’observer que, dans cette même formule, les di- 
erses fonctions f,(a;), ... peuvent aisément se déduire les 

nés des autres et de la fonction donnée f(a;). En effet, comme on tire 
e l’équation (i4) 

Dæ f ( æ; ) = 2 , 

1 première des formules (17) donnera évidemment 
10) 


U{x) 


320 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

et l’on trouvera de même 

( fa(.X?) — ^Da: fl (^)) 

( 21 ) î,{x)=:xJ)^îi{æ), 

\ . 

Ainsi, la suite 

{{x), ••• 

est composée de fonctions dont chacune est le produit auquel on par¬ 
vient quand, après avoir différentié, par rapport à la variable æ, la 
fonction précédente, on multiplie la dérivée ainsi obtenue par cette 
variable même. 


§ II. — Applications diverses de la nouvelle formule. 

Continuons de nous servir des notations employées dans le premier 
paragraphe, et, pour montrer une application de la nouvelle formule, 
supposons 

(i) 9 (æ;) = (i —a:)-*, 

.V désignant une constante réelle ou imaginaire. En développant f (.■!■') 
en série ordonnée suivant les puissances entières de x, et posant, pour 
abréger, 

ou, ce qui revient au même, 

l%\ r-i _ r(71-H' .9) 


on reconnaîtra que le coefficient de æ" se réduit, pour une valeur né¬ 
gative de X, à zéro, et, pour une valeur nulle ou positive do x, à [;?],!. 
Donc, en nommant k„ ce coefficient, on aura 


( 4 ) 


et 

U _ r ( 72 .9 ) 


pour rt < O 


pour /ijo. 
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R;ir suilp, la valenr générale de k„, et ctdle que l’on devra substituer 
dans le second membre, de la nouvelle formule, sera 


( 5 ) 






r(.ç) r(;j. -i-1) 


dy.. 


On commettrait le plus souvent une erreur si, à la place de la for¬ 
mule (.■)), on employait, pour une valeur quelconque de «, la seconde 
des formules ( 4 ). Toutefois cette erreur peut devenir insensible, ou 
même rigoureusement nulle, dans certains cas qu’il importe d’exa¬ 
miner. 

Supposons d’abord que le développement de f(.r) renferme seule¬ 
ment l(‘s puissances négatives de x, et que l’on cherche la valeur de * 4 „ 
correspondante à une valeur positive de n \ alors, les coclïïcients 
a.,, ... étant réduits à zéro, l’équation (G) du § I se réduira simple¬ 
ment à la suivante 


I „ ff „ k„ 0" H- r/ ., k„,M 0''+' -h a_., k„.K. + 


dans laquelle les coelïicients 

h/,, k//.i-j, 


SC détermineront tous à l’aide de la seconde des formules ( 4 ). Donc 
alors on [)Ourra, dans le second membre d(‘ la formule (20) du § I, 
s U P J ) O s e r g é n é r a I e m e n t 


(6) 


~ T(« + . 9) 

~ f (/i -M) T(.v) 


Cela posé, il sera facile d’obtenir successivement les valeurs de 


l)«k,„ D*k„ 


et d’abord on (mnclura de l’équation (G) 

(7) I k„1 r(« -t-.v) — ir(/j H- j) — ir{.v). 

D’autre part, on a généralement, pour des valeurs positives de la va¬ 
riable X, 

l);rl r(.r ) —0,t)772i566.. .-h / - __ — dl. 

4 i 


OJiuvn-s ,/eC. — S.l, t. Vlll. 
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Donc, en supposant n et n + ÿ positifs, et faisant, poui’ abréger, non 
seulement 

J /^' J /•«—1 

( -— dt, 

0 ‘ * 

mais encore 
(9) 

OU, ce qui revient au même, 

(10) -"îz- r 

on tirera successivement de la formule (7) 

(<0 Dik„=(9b2-hOL,)k„, 


D’ailleurs, on pourra facilement calculer les valeurs de at, et de aï,,,;; 
car, en développant en série, on tire des formules (8), (9) 



Ajoutons que, pour obtenir la valeur de 3ï,,„ exprimée à l’aide d’une 
série très convergente, lorsque n est un très grand nombre, il suffît 
d’appliquer l’intégration par parties au développement de l’intégrale 



I — t 




en faisant porter les différentiations successives sur le seul facteur 
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_ i.<-i 

-On trouvera ainsi 

I — i 

4 ) SX, — _ - O——2) 3 (^ — l)(^ — 2 )( 5 — 3 ) 

/I H-1 1.2 (/i -H I ) (/i -H 2) 1,2.3 (rt “H I ) (/i -H 2) (/I H- 3 ) 

uis on en conclura 


i5) 3T, =— —i_L 0-i)(^' —2) / f 

' ’ « + I « H- J I .2 (/I + l) (rt + 2) -t- I 


1 

« + 2 



lonc, si, la valeur de n étant très considérable, le nombre ^ est consi- 
éré comme une quantité très petite du premier ordre, les quantités 
&, 3 t.|, S)X,2, .. >■ seront elles-mêmes très petites, la première étant du 
remier ordi'e, la seconde du second, etc., et étant généralement 
e l’ordre m + i. 

Dans le cas particulier où l’on pose ^ = les formules (6), (8) 
onnent 

k„ = i, .Dr, = 0 , 

t, par suite, l’équation (19) du § I se réduit à la formule connue 


16) 



f(^) 

J _ 


dx zr fl 


I 

0 


> 


[ui subsistera effectivement si la fonction f(a;) est développable en 
lérie ordonnée suivant les puissances entières, mais négatives de la 
ariable x. 

Si le développement de f(a?) renferme, non seulement des puis- 
ances négatives, mais encore des puissances positives do x, ou si le 
lombre n devient négatif, on ne pourra plus, sans erreur, substituer 
a seconde des formules ( 4 ) ù la formule ( 5 ). Observons toutefois que 
’erreur produite par cette substitution deviendra très petite, si le 
lombre n, étant positif, devient assez considérable pour que les 
ermes affectés des coefficients a,„ •. . puissent être négligés 

lans le développement de f(Æ;). Ce nombre n devenant de plus en plus 
jrand, la valeur de que détermine Ib formule (19) du § 1, finira 
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par se réduire seiisiblcnieiit à celle qu’on obtient lorsque la série com¬ 
prise dans le second membre est réduite à son premier terme. Donc, 
pour de très grandes valeurs de n, cette tbrmule, jointe à l’équa- 
(ion (7) du même paragraphe, donnera sensiblement 

(.7) 4 „=:k„ 9 "f( 3 -‘) 

OU, ce qui revient au même, dans le cas présent, 

(.8) -h 

27Ï (.1 — V.r} 

Si l’on suppose, en particulier, f(,r) = > on se trouv(!ra im¬ 

médiatement ramené à une formule connue, et l’é([uation (rS) don¬ 
nera sensiblement, pour de grandes valeurs de /?, 


('9) 


r COS/i/) . _ P , 0" 

l'.TT (1 —ÔCOS/J-h O-)*'1,1— 


Au reste, la formule (f 7) n’est pas seulement applicable au cas oii l’on 
prend f(a;) = (1 — O.-r)”'' : elle fournit généralement la valeur très 
approchée de correspondante à de très grandt's valeurs de /;, dans 
une infinité de cas; et, pour que cette formule .subsiste sans erreur 
si'iisible, il suffit d’attribuer à la fonction <p(a;;) une forme telle que, 
pour de très grandes valeurs de n, le rapport s(i réduise sensible- 
ment à l’unité. 


2G3. 


Analy.se jrATiiÉJiATiQiîE. — Mémoire sur quelques formules relaliws 
aux différences finies. 

C. R., T. XIX, p. 118:5 (■). décombre 1844). 

Les équations symboliques offrent un moyen facile d’obtenir un 
grand nombre de formules relatives au calcul des différences finies et 
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de développer les fonctions en séries. Lorsque les développements 
ainsi obtenus se trouvent composés d’un nombre fini de termes, le 
tbéoréme fondamental, relatif à la multiplication dos lettres caracté¬ 
ristiques, sulFit ordinairement pour prouver que ces développements 
représentent les fonctions elles-mêmes. Mais, lorsque les développe¬ 
ments s’étendent à l’infini, les formules obtenues, comme je l’ai dit 
ailleurs, ne se trouvent plus établies que par induction, et ne subsis¬ 
tent plus que sous certaines conditions déterminées. Or ces condi¬ 
tions se réduisent, dans un grand nombre de cas, à celles qui expri¬ 
ment que les séries demeurent convergentes. C’est ce que l’on peut 
démontrer mi particulier, comme on le verra dans le présent Mémoin-, 
à l’égard de quelques formules remarquables, dont l’une a été donnét* 
par Maclaurin, et sert à développer une intégrale aux différences finies 
en une série dont le premier terme est une intégrale aux différences 
infiniment petites. 

Analyse. 

§ 1. ~ Cmuidi ratio ns générales. 

Soient f(£t;) une fonction donnée de la variable x, et 

A.X' r-: h • 

la différence finie de cette variable. L’équation 
" l't'î''-t-é) ■—f^ 

pourra être présentée sous la forme symbolique 

(l) ly.r-h/)) =r;(H-A) 

et l’oii tirera de cette dernière formule. 

(o.) f(.L' -h mh) -- (I H- A)»' 

m étant un nombre entier quelconque. D’ailleurs, si l’on représente 
par la lettre A, non plus une caractéristique, mais une véritable quan- 
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tité, on aura identiquement 


( 3 ) 


(i-l-A)"' = rH-A + 


711 ( m — i) 


A^- 


(4) i-=(n-A-A)'«—(n-A)'«-ÿA(n-A)"'-‘-)- 




et, suivant un théorème fondamental facile à établir, les règles relatives 
à la multiplication des lettres caractéristiques ne diffèrent pas des règles 
relatives à la multiplication des quantités. Donc les formules ( 3 ), ( 4 ) 
continueront de subsister si A, au lieu de représenter une quantité, 
est une lettre caractéristique et indique une différence finie; de sorte 
qu’on aura encore 

( 5 ) (, + A)-tW = [.+ =A+2il^A- + ...]f(«) 

et 

,6, r,., - + A)»- ^ A„ ^ A,- A=<, + A).-.-,..]r,.), 

OU, ce qui revient au même, 

(7) f(^ + mé) + yAIC^:) -h ^^ A- f(.r) H-..., 

( {{x) ~^{xinh) — — Af(a; + 7?î — i/t) 

( 8 ) • 

Ajoutons que, si l’on remplace x par x — mh dans la formule (8), on 
en tirera 

(9) f(a; — inh) ~ f(a;) — ll^ùil{x — h) -h ~"■ v./i) — - 

Ainsi, le théorème fondamental, relatif à la multiplication des lettres 
caractéristiques, fournit immédiatement les formules (7), (8), (9), 
qui coïncident avec celles qu’on obtient lorsqu’on développe suivant 
les puissances ascendantes de A les binômes 


(H-A)"', (i + A —A)"‘, — ï'Y 
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clans les seconds membres des équations symboliques 

f( J? H- mil) (i -4- 

f(^)=(7TÂ-A)"'f(^), 

f(a.’- m/O = (i- 

lont la dernière peut être réduite à 

i{x — mh) — (1 +A)-'«f(a;). 

Remarquons d’ailleurs que celle-ci est précisément celle en laquelle 
ie transforme l’équation (2), quand on remplace m par —m. 

On pourrait encore, du théorème fondamental que nous venons de 
appeler, déduire un grand nombre de formules déjà connues pour la 
)lupart, et, en particulier, la suivante 

A"'[?(■*) X('^)] = A"'9(æ?) 4- yAx(j?)A"‘-'9(æ:-4-A) 

-t- ^ ^ ^ A^ X ( ^ ) o(,c-t-2/04-..., 

ui, lorsqu’on passe des différences finies aux différences infiniment 
ictites, reproduit l’équation 

“ U + ~\)u (> H- j[)2« _ 

I 1.2 

Concevons maintenant que, dans les formules (7), (8), (9), m de- 
ienne négatif; ou, ce qui revient au même, concevons que l’on rem- 
lacc dans ces formules m par —m. Alors les formules (7) et (9) 
eviendront 

o) f(.r ~~ m/i) -Af(jï?)H-A-f(.r) —. .., 

1 1.2 

O r(.r H- mil) zz:. -h Y Af(j? — h) -H ^ 


2 les séries comprises dans leurs seconds membres seront, pour des 
deurs positives de m, composées d’un nombre infini de termes. 
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Ainsi, par exemple, pour m = i, la formule (i i) donnera 


( 12 ) r(.r — h) — f(.r) — A IXa^) H- A- l'(a^) — A® f(.r) -4- . . .. 


Cela posé, les formules (to) et (r i) ne pourront évidemment subsister 
qu’autant que les séries comprises dans leurs seconds membres seront 
convergentes. J’ajoute que, sous cette condition, elles subsisteront 
toujours. ElTeclivcment, supposons convergente la série comprise dans 
le second membre de l’une de ces formules, par exemple de la for¬ 
mule (l o), et représentons par çf.») la somme de cette série, en sorte 
qu’on ait 


(, 3 ) 


- ('(æ) ■ 


-~Af(,») 


ni ( ni 4- i ) 


1 . 2 




On en conclura 


9 (.r -f- m/l ) — Ç{ir mli ) 




A f ( , c H- m /i 


ou, ce qui revient au même. 


/ ,, , A, ' oi . /?! ( /n H-1 ) .”1 

<p (.*-t-/«/t) — ([-h A)'" 1- -Ah- -^-i A- —... 1 


f(cc). 


Mais, en vertu du théorème fondamental ci-dessus rappelé, on a iden¬ 
tiquement 


(i H- 



/??(?« -I- 0 

I . 2 


( [ H-A)'" ( IH-A — r, 


Donc on aura, en définitive. 


et, par suite. 


(p(Æ -4- mh ) — f(a') 
9 (./') r-r f(.r— m}i)\ 


en sorte que l’équation (i 3 ) pourra être réduite à la formule (lo). On 
démontrerait, de la même manière, que la formule (ii) est toujours 
exacte dans le cas où la série que renferme le second membre de cette 
formule est convergente. 

Des remarques analogues peuvent être appliquées aux équations 
déduites dos formules symboliques propres à représenter les intégrales 
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des équations linéaires aux différences tinies. Entrons, à ce sujet, 
dans quelques détails. 

Si l’on désigne par F(A) une fonction entière de A, puis par f(a?) et 
par U deux fonctions, l’une connue, l’autre inconnue de la variable x, 
une équation linéaire aux différences finies et à coefficients constants, 
entre u et x, pourra être présentée sous la forme symbolique 

(i4) F(A)«=;f(a:). 

De cette dernière équation, résolue symboliquement, on tirera 

<'■'> "=^)- 
D’ailleurs la formule de Taylor donne 

OU, ce qui revient au môme, 

A —e'‘“ —I. 

Donc l’équation (6) peut s’écrire comme il suit : 

(' 6 ) 

Ce n’est pas tout : si, en nommant æ"‘ la plus haute puissance de x qui 
divise algébriquement la fonction f{x), on représente par 

k-mX-”'- H- A'-m+i -t-... + /i-_iii?-’ -h A'oo:" + A,a.' + A'jæ;- -h... 
le développement du rapport 

I 

Ete^—1) 

suivant les puissances ascendantes de æ, la formule (i6) se trouvera 
réduite à la suivante _ 

( U — /Co+ kjiyy f(aj) -(- -H- • • 

^' 7 ) I A-_iA-’D-‘ f(a?) + A-_2/i"^R“' + • • • + A-_,„/i-"‘D-"‘ f(a-), 

42 


OFaivi'cs de C. — S. 1, t. VIII. 
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dans laquelle on aura 

î{x)— J" î{a;)dx, D"-f(.2;) = jj î{x)dæ^, .... 

Il est donc à présumer que la formule (17) fournira, du moins sous 
certaines conditions, une intégrale particulière de l’équation (16); et 
l’on peut observer encore que, s’il en est ainsi, on déduira aisément 
de cette intégrale particulière l’intégrale générale do l’équation (16), 
en ajoutant à l’intégrale particulière dont il s’agit l’intégrale générale 
de l’équation linéaire 

F(A)i4 = o. 

Mais il importe de rechercher quelles sont précisément les conditions 
sous lesquelles subsistera la formule (17), et de prouver que ces con¬ 
ditions se réduisent à celles qui expriment que la série comprise dans 
le second membre est convergente. Pour montrer comment l’on peut y 
parvenir, examinons, en particulier, le cas où l’on a simplement 

F(A) = A. 

Alors la formule (i4) se trouvera réduite à l’équation 
(18) A« = f(Æ>, 

dont l’intégrale générale sera 

U = If(x). 

De plus, la formule (16) deviendra 


et, comme on a, pour un module de a? inférieur à 2tz, 

' _ I I . C, Ci 

~Z —--h ^ 5—7 ~i- . . . , 

e^—i CO 2 1.2 1.2. 3 ,4 

C|, c,, Cj, ... désignant les nombres de Bernoulli, c’est-à-dire les rap¬ 
ports 

I I I 

6’ 33 ’ 43’ ■■■’ 
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l’équation (17) se réduira simplement à la suivante : 

C19) « = A-' f f(«) dx—'-t{æ)-+- ^ AD f(^)-£2 

1 . 2 . 0.4 

D ailleurs, pour que l’équation (19) subsiste, il sera d’abord néces¬ 
saire que la série comprise dans son second membre demeure conver-’ 
gente ; et, comme le module de cette série ne différera pas du module 
de celle qui aurait pour terme général 

il est clair que la convergence de la série comprise dans le second 
lucmbre de l’équation (19) entraînera la convergence du développe¬ 
ment de/(a;-l-s) pour une valeur quelconque de Donc l’équation 
de (19) ne peut subsister que dans le cas où f(cc + s) est toujours 
développable suivant les puissances ascendantes de s, et par consé¬ 
quent dans le cas où /(æ) est une fonction toujours continue de la 
variable cc. J’ajoute que, dans ce meme cas, la valeur de u, donnée 
par la formule (19), représentera nécessairement une intégrale parti¬ 
culière de l’équation (18). En effet, on tirera de cette équation 

les valeurs de A f(£e), ADf(aj), ...étant 

A i{ao) = î{x -H h) — A D î{x) =D f{x + h)—ü ({x) . 

Or, dans l’hypothèse admise, le second membre de la formule (20) 
sera une fonction toujours continue de h. On pourra donc développer 
ce second membre en une série convergente ordonnée suivant les puis¬ 
sances ascendantes de h; et, si l’on représente par 


/cq, 
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le développement ainsi obtenu, on aura identiquement 

I A w ~ ^0 H- k\ h -f- h~ —f-... ^ 

j -Ç f{3)<i5—i[f(Æ;-i-A)-f(a;)]-h ^/i[Df(Æ;4-A) —Df(Æ:)]H-. 

\ V X ^ ^ ^ 

Si maintenant on difFérentie plusieurs fois de suite par rapport à la 
quantité h l’équation (21), et si l’on pose après les différentiations 
A = O, alors, en ayant égard aux propriétés connues des nombres de 
Bernoulli, on tirera des formules (20) et (21) 

/r„=f(a;), /f,r=o, A'^rrro, .... 

On arriverait aussi à la même conclusion en observant que le dévelop¬ 
pement du rapport 

=(e*“—i)(c*0—i)-‘, 

suivant les puissances ascendantes de A, doit se réduire identiquement 
à l’unité. Donc l’équation (21) donnera simplement 

Am = 

Donc, lorsque la série comprise dans le second membre do la for¬ 
mule (19) sera convergente, la valeur de u, donnée par cette formule, 
sera une intégrale particulière de l’équation (18), et l’intégrale géné¬ 
rale de la même équation sera 

( 22 ) 2 F(a;) = M 4 -n(Æ!), 

n(æ) désignant une fonction périodique qui ne change pas de valeur 
quand la variable x reçoit un accroissement représenté par A. 


§ IL — Application des formules établies dans le premier paragraphe. 


Si l’on suppose que la fonction jusqu’ici désignée par f(æ) se 
réduise à l’exponentielle 




a désignant une quantité constante, on reconnaîtra que, dans ce cas, 
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a fovmiilo. de Maclaurin, c’est-à-dire la formule (19) du g 1, siilxsistc 
lourun module de A inférieur au module de De plus, dans la même 

iypoth(“so, les formules (10) et (ii) du § I subsisteront, la priuniiu’e 
)0ur un module de i inférieur à l’unité, la seconde pour un mo- 
lule do (3““'^ — I inferieur à l’unité. 

Concevons maintenant que l’on pose Aæ = r, et de plus 


O 


f(a;); 


V(a-h.'r)) 


r — /;) r (6 -H -h I ) 
Uors, en ayant égard à la formule connue 

r(^ H-1) =: ^r(^), 


)u trouvera 




Y(a-i- x) 


T(« — b — i)r(Z>-i-.37H-2)’ 
ît généralement, pour une valeur quelconque du nombre entiers, 

r(ffl -+- æ:) 


3 ) 


A'* f(a;) : 


T {a — b — 
înfin, eu égard à l’équation 


r( 3 r)r(i-^) = ;. 


r. 


sniTTo:.' 


|ui subsiste pour une valeur quelconque de x, on pourra réduire la 
brmulc ( 3 ) à celle-ci : 

' * sin(a — b)v: V{n +x -h b-^i) 

D’autre part, A = Aa; étant réduit à l’unité, les formules (to) et (11) 
lu § I donneront 

?72 {m A-]) 


5) — m) = r(.^)-Af(a^)~h 


6) r(,%? /?z) — f(a;) H- Y A f(^ — i)-h 


1.2 
mf m -h 1) 




A- f(x — 2)4-- 


1.2 
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Or, dans le second membre de l’équation ( 5 ), le terme général sera 


(->)" 


j 7 i{m i).. ,(m ■ 


0 


1 . 2 ...n 


f(^) = (— i)'^ 


r ( —f— /i ) 

r(m) r(/i -h i) 




Donc, eu égard à la formule ( 4 ). ce terme général ne différera pas du 
produit 

TT r(a + ic) r(/H-ni) r(rt — a-t-6 + i) 
sin(a—6 )it T{m) r(/n-i) r(rt-t-a?-t-0 + i) ’ 

qui, considéré comme fonction de n, est proportionnel au suivant 

r ( /i “H /?î) r t /i — et h —i) 

r{«-i-j) r(/i^-h -h I) 

D’ailleurs, pour de grandes valeurs de n, on a sensiblement 

T{H + b)- ’ r(/t-i-i) r(/n-.'r-t-^-i-i)~ 

et la série qui a pour terme général la quantité 


a—1 


est convergente ou divergente, suivant que l’on a 


in — a — «a? < O 


ou 


771 — a — 57 > O, 


Donc, dans l’hypothèse admise, la série que renferme le second membre 
de l’équation ( 5 ) sera elle-même convergente ou divergente, et la for¬ 
mule ( 5 ) sera ou ne sera pas vérifiée, suivant que la différence 
m — a — æsera inférieure ou supérieure à l’unité, c’est-à-dire suivant 
que l’on aura 


Si de la formule ( 5 ) on passe à la formule (6), alors, à la place de 
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f(^ — n) — 


X{a x — 7 i) 

— b — n)V [b X lŸ 


que Ton pourra réduire à 

(8) _ r(/i-a + 6 + i) _ 

^ ^ iïn{a-b)Ttï:{b+x-^i)T{n-a-x-Y-x) 

et, par suite, la formule (6) sera ou ne sera pas vérifiée, suivant que 
la quantité 

m-^- b + X — I 

sera inférieure ou supérieure à —i, c’est-à-dire, en d’autres termes, 
suivant que l’on aura 

x-^ m~^ b <, O 
OU 

J? 4“ m -h ^ O. 

Concevons maintenant que dans la formule (i) on pose 

a^Sy Z? ~ O, 

et que l’on prenne pour valeur de x un nombre entier; alors la fonc¬ 
tion f(a3) se réduira simplement à la valeur de déterminée par la 
formule 


et l’équation ( 5 ) donnera 

(9) [sh-„^= [^].- 7 A^[^]x- • • • • 


De plus, comme on tirera de la formule (2) 
la formule (9) se réduira simplement à la suivante : 


(10) [«yja;—w— ^ ' 




[5 • • • * 
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Enfin, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la formule (lo) sera ou ne 
sera pas vérifiée, suivant que l’on aura 


ou 


x':> m — 5 
X a m — s. 


Ajoutons que, si Ton remplace m par — m, on tirera des formules ( 5 ) 
et (6), quelle que soit la valeur entière de x, 

I TT ri r T — _ 

— [-îja; + Y h- —) ~ 2]aî-h2 -h . . . 

et 


264. 


Analvse mathématique. — Mémoire sur plusieurs nouvelles formules 
qui sont relatives au développement des fonctions en séries. 

G. R., T. XIX, p. 1194 (a décembre i 844 )- 


J’ai donné, dans la dernière séance, une nouvelle formule générale 
qui SC rapporte au développement des fonctions en séries; j’ai reconnu 
depuis que cette nouvelle formule peut être transformée en deux autres 
tout aussi générales, mais plus simples encore, qui s’appliquent avec 
beaucoup d’avantage aux calculs astronomiques. J’ai d’ailleurs trouvé 
les conditions précises sous lesquelles les trois formules subsistent, 
et les modifications qu’on doit leur faire subir pour les rendre rigou¬ 
reuses, quand elles fournissent seulement des valeurs approchées des 
fonctions que l’on considère. Enfin, je suis parvenu à divers moyens 
d’établir directement ces formules. Tel est l’objet du présent Mémoire. 
Les résultats nouveau» qu’il renferme et leur évidente utilité me 
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onnent lieu d’espérer qu’il sera favorablement accueilli par les géo- 
lètres. 

Analyse. 

I I. — Recherche et démonstration des nouvelles formules. 

Nommons F(aî) une fonction donnée de la variable x, et concevons 
ue, pour des valeurs de x comprises entre certaines limites, le coef- 
cient de æ'" dans le développement de F(æ) en série ordonnée suivant 
is puissances entières, positives, nulle et négatives de x, soit ropré- 
înté par A,„, en sorte qu’on ait 

I somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs en- 
ères de m. Supposons d’ailleurs la fonction F(.r) décomposée en 
eux facteurs dont Fun se trouve représenté par f(u;), l’autre par 
(Gæ), 0 désignant une constante qui pourra se réduire à l’unité. Soit, 
n conséquence, 

l) V {.v) rz: o{0x) 

L posons encore 

') ?(•*■) =lh„tX"', f(.») = 

‘S sommes qu’indique le signe S s’étendant toujours à toutes les va- 
surs entières, positives, nulle et négatives de m. On tirera de la for- 
lule (2), en désignant par n une valeur particulière do m, 

i ) A„ = . . . + <7_1 0"'^' + «0 /.•„ 0" -+■ «I kn~l 5"-’ -f-..., 

: l’on pourra encore présenter l’équation (/j) sous l’une ou l’autre des 
eux formes 

\ k Qti~m 

>) JXfi, — —i 

^ A — /7 k ffti-h/n 

r de l’équation (6) on peut immédiatement déduire les trois nou- 
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elles formules qui sont l’objet spécial de ce Mémoire, et dont l’une a 
Lé déjà obtenue dans la dernière séance, en opérant comme il suit. 

Considérons comme fonction de m, et supposons que la fonc- 
on de X, représentée par reste continue avec sa dérivée pour 
ait module de x inférieur à ±m. La formule de Taylor donnera 


, , 1 , m- , 

’) — A'„h—^D„/\‘„- i- ... 

e plus, les deux équations 

, 'îi 4, m(m — i) 4 „, 

I ) — kn -H- — AÂ'n H--A- /f„ +..., 

i) k,i+,n — /ojH—J-A/ r,j_iH--^■é',t_2-+-... 

ibsistent généralement Tune et l’autre pour toutes les valeurs dew. 
.li permettent aux séries que ces équations renferment d’être conver- 
mtes. Cela posé, concevons que l’on combine l’équation (G) avec 
une des formules (7), (8), (9), et supposons que a_,„ se réduise à 
sro, pour toute valeur de m qui rend divergente la série comprise 
ms le second membre de la formule que Ton considère. On trouvera 
iccessivement 

0'‘ k„la.,J"‘+ .. j, 

A„= 0“ + ... 

'ailleurs, la seconde des équations ( 3 ) peut s’écrire comme il suit 

3 ) — 

l de cette dernière on tire, non seulement 

4) (— 1 )" r„(Æ), 


;s fonctions 
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étant déduites les unes des autres à l’aide de la formule 


mais encore 

^n{x) — f„_, [x). 


2 771 ( 4- I ) . . 

. .(777 4 - 77 —(_ 

i)'‘ 7 c"D 5 f(jc) 

ou, ce qui revient au même. 


(i 5 ) . 



et, de plus, 



par conséquent 




— x»‘ = æ” D " f V 


Si maintenant on pose cc = 0 -‘ dans les formules (i/i), (i 5 ), clx = f) 
dans la formule (i6), on trouvera 

2/n(7«4-i).. .(//i-f. 

1 ?n{m — — n + i )<?_,„ 6'»=! ô"Do f(9-'), 

et par suite les équations (lo), (ii), (12) donneront 

( 17 ) + +•••]. 

(r8) A„=0«|^/f„f(Ô-i)+^A/f„D6f(9-’)H-7^A2A-«Do"f(0-') + ... , 

(. 9 ) A„=o4/c„f(0->)- ^A/c„_J'(0-‘)+ . 


Considérons spécialement le cas où le développement de f(cr) ren¬ 
ferme seulement des puissances négatives de x. Dans ce cas, ne 
cessera d’être nul que pour des valeurs positives de m-, et comme, 
pour de telles valeurs, la formule (8) se vérifie toujours, le second 
membre de cette formule étant alors réduit à un nombre fini de 
termes, on pourra compter sur l’exactitude de la formule (18). 
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Si l’on suppose, en particulier, 


o{x) (l — x)-^, 


alors, en faisant, pour abréger, 


+ l). . . (s -h /I — l) 


on aura 


/.„— A'“/ï,j- [i' W],| 


et l’on tirera de la formule (i8) 

{ B 6^ ^ 

(:!0) A„ = 9« [,ï]„f(6l-')-i-[j—1]„+, jDo [.f—2]„+2 — Dû f(5 -2) + 


ou, ce qui revient au même, 




D’autre part, pour obtenir la valeur de A„, représentée par une inté¬ 
grale définie, il suffit généralement de poser 


dans la formule 


f x-'^Fix)dp, 

^ TC 


et par suite, dans l’hypothèse admise, cette valeur deviendra 


f\- 


(ï — Qæy 


Donc, lorsque le développement do f(a;) renfermera seulement des 
puissances négatives de x, alors, en posant x — , on aura 


( J. 

(i —0a;)-' 


:[.9]„0«rf(0->)-i-^^-^ -Dof(0-«) + 

^ L n-hi Î ^ ^ ^ (^n-hi) 


■ 1 —il _^Dü-f( 0 --')H- 

/i -H- 2 ) I . i ^ ' 
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Si, dans cGttc dernicrc équation, on posait 


3 W 


^ ^ a, 

OU obtiendrait la formule 


r(,.) = (.-!)“. 


I 

‘.ÎÎT 




I {i~ ocxy(^i— 

M,,-- 1 ..- , (■? —0(.y-2) Kt^i]/ ac 

(I /?.-f-i J J — j 2 2 

qui comprend elle-môme, comme cas particulier, l’équation connue 

j J COS/?/; J 

\ '.I ^ ( 1 — cos// -f- 0" ) ^ 


^ cos// -f- 
r T r .ç .ç — r 


9- .tf.? -f-i) (.? — O (s — 0.) f 5 

! — fl- 1.3 (« +1 ) (/I ■ 


-•i ' ra -, 

L* (^- f- 


§ II. — /)e.s restes qui complèlenl les séries comprises dans les noiicellrs 
formules, lorsque l’on arrête chaque série après un certain nombre de 
termes. 

Los trois formules générales auxquelles nous sommes parvenus, 
c’est-à-dire les équations (17), (18) et (19) du § I, fournissent cha¬ 
cune la valeur de la fonction A„ représentée par la somme d’une série 
composée d’un nombre infini de termes. On peut demander quel est le 
reste qui doit compléter chaque série, quand on la suppose arrèféi'' 
après un certain terme. On résoudra aisément ce dernier problème 
par une méthode qui donnera en meme temps une démonstration nou¬ 
velle de chaque formule, en opérant comme il suit. 

Si, dans la formule (ne) du § I, on substitue la valeur de F(a- ) tirée 
de l’équation 

on trouvera 

A„=—f x-'‘(D(ôa;)[(x)dp, 


(O 
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la valeur de x étant 

et 0 désignant une constante que l’on pourra supposer, non seulement 
réelle, mais encore très peu différente de l’imité, ou même réduite ii 
l’imité. En conséquence, la valeur de 0 pourra être supposée telle que 
la fonction 

F(i) = o(6z)f(0 

reste continue par rapport à t entre les limites 

œ 

t — a.', ^ 5 • 

Admettons cette hypothèse. La valeur moyenne de la fonction 

O {Oœ) r(.3;), 

qui, en vertu do l’équation (i), représente précisément le coeffi- 
e.icnt A„, ne variera pas quand on y remplacera x par Elle sera 
donc équivalente à la valeur moyenne de la fonction 

de sorte qu’on aura encore 

( 2 ) A„=r ~ J X-'' 9 [x) f dp. 

Cela posé, faisons, pour plus de commodité, 

f(f )=«/.). 

En développant suivant les puissances ascendantes et entières 
de p, on trouvera généralement 

( 3 ) -4,(0) + ^ f (o) +■ ■ ■+ ~ T .{m - I) 

r,n désignant un reste qui pourra être représenté par une intégrale 


EXTRAIT N» m.. 


343 


léfinie simple. Ainsi, en particulier, pour déterminer on pourra 
ecourir à l’iino quelconque des deux formules 


4) 



( P — a)'"-* 

I /n — J ) 




5) 


;• 


/n — 


— p) 


dx, 


a valeur de étant 


Z — pe^v'-i, 


U P désignant un module supérieur à la valeur numérique de l’angle/;. 
D’autre part, en différentiant plusieurs fois l’équation 


îl posant, pour abréger, 

fi(a;) = Æ’l)a,f(.r), f2(d;) ,cD^ f, (.r), 

on trouvera 


et, par suite, on aura généralement 




Donc l’équation (3) donnera 


( 6 ) 


f(^ 




ps/- 


■f,((?-')+... 


I . 2 . . . ( /U — 1 ) 




Or, si l’on substitue la valeur précédente de 
alors, en posant, pour abréger, 



dans l’équation ( 2 ), 


(S) 
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011 oblicndra la formule 


\n= 0 '‘ 


kn f(^-’ ) - ^ f, (5-' )+..,+ (- I)'■ 


i);r ' 


1.3. ,. ( /n — I ) 




la valeur do R,„ étant 

^ 6 "- 

1 9 ) ^ — 2 "^ / .«-"©(.«) dp. 

— TT 

Si R,„ décroît indéfiniment pour dos valeurs croissantes de m, la for¬ 
mule (8) deviendra 

et l’on SC trouvera ainsi ramené à l’équation (17) du § 1 . Mais cette 
équation cessera d’être exacte dans le cas contraire, et alors, pour la 
rectifier, il suffira d’arrêter, après un certain nombre m de termes, 
la série que renferme le second membre, puis d’ajouter à ce second 
membre le reste représenté par R,„. On peut observer que ce reste, 
déterminé par l’équation (9), se trouvera exprimé par une intégrale 
double, attendu, que r„ se trouve déjà exprimé par une intégrale 
simple, en vertu de la formule (4) ou ( 5 ). 

Nous venons d’indiquer, avec plus de précision que nous n’avions 
pu le faire dans le Mémoire présenté à la dernière séance, la condi¬ 
tion sous laquelle la formule (10) est rigoureusement exacte. Cette 
condition est que le reste R,„ devienne infiniment petit pour des 
valeurs infiniment grandes de m. Elle se trouve toujours remplie 
lorsque le reste /■,„ devient lui-même infiniment petit pour des valeurs 
infiniment grandes de m\ par conséquent, lorsque la fonction 


est développable en série convergente ordonnée suivant les puis- 
samics ascendantes de />, pour tout module de j) inférieur à -, ou, 
ce qui revient au même, lorsque, pour tout module de p inférieur 
à Tl, l’expression 

f(0-iePè=T) 



3'i.o 
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ro.sto, fonction continue do p. Ces observations éclaircissent et rec- 
titicnt ce cjui pouvait demeurer obscur ou inexact dans les reinarcfues 
faites à la page dai, et nous ajouterons à ce sujet que la formule (5) 
de cette page ne doit pas être distinguée, comme elle nous avait paru 
devoii 1 être au piemier abord, du système des formules (4) 
Concevons maintenant que, au lieu de développer la fonction 

== r(9-i, 

suivant les puissances ascendantes de p, on pose dans cette fonction 

X I 


et ((u’on la développe suivant les puissances ascendantes de /; alors 
on trouvera 


(•') 



r(( 5 -i) -H 


fin— 1 

-:-j 

1. 9 ,. . . (^ 7?l — I ) 


r 


/Il 1 


le reste r,,, pouvant être représenté par une intégrale définie simple 
et, en particulier, par l’une quelconque de celles que renferment les 
(leux foi’inub's 


( I ) 



( i3) 



dans lesquelles on aura encore. 


le module p de .s étant supérieur au module de l, et, de plus. 


(' 4 ) 


t = 


Si d’ailleurs on suppose la valeur de R,n toujours 
- s. I, t. vin. 


liée à celle de r,„ 


44 
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par la (brmiilo ( 9 ), alors, en ayant égard aux équations ( 7 ) (‘t(i/|), 
on tirera des formules ( 2 ) et (i i) 






I _ I \m~ 1 ___ \m /• 




4- 


Si le reste devient infiniment petit pour dos valeurs inliiiiment 
grandes de //?, réquation (i5), réduite à la formule (ï()) du § I, 
deviendra 

( 16 ) A,,=rO«|^/r„l'(G-*)-r(ô-')+ . 

Cette dernière sera donc vérifiée lorsque la fonction 


f(ô->e"v/-') 


sera développable, pour tout module de p inférieur à suivant les 
puissances ascendantes de la variable 


I. 


e.P — i 

h . 


Supposons enfin que, dans la fonction 


on pose 

par conséquent 
et que l’on développe 



3 


0 


— 0 -\- 


X _ I 
0 ’ 


'(4) 


suivant les puissances ascendantes de i. Alors on trouvera 

(. 7 ) r(0-) + iDoftô-) -H. .+ r„„ 


le reste /•„, pouvant être représenté par une intégrale définie, simple. 
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I, on partie,ulior, par l’uno de colles que renferment les formules 



ans l(ïsqiiellcs on aura encore 


J —pe:«e-i, 

e tnodule p do c étant supérieur au module de l, et, d(^ plus, 

li d’aillcMirs on supposer la valeur de R,„ toujours liée à celle île r„, par 
Il l'ormuli' .(()), alors, on ayant égard aux équations (7) et (20), on 
irora des forniules(2) 01(17) 


, -rz 0 '^ 




^m-l 


I — 1 ) 






■R„ 


li le reste R,„ devient intiniment petit pour des valeurs intiniment 
randes de m, l’équation (21), réduite à la formule (18) du § I, 
eviendra 

■.V... ) A„ -- 0“ I /(■„ (■( 6)-i ) -H ^ A/c„ Do !■(9-‘ ) -h ~ /c„ D,; Ci ) +... . 


iette. dernière sera donc vérifiée lorsque la fonction 

r(0-iePf^) 


era développalile, pour tout module de p inférieur à -, suivant les 
luissanees ascendantes do la variable 


t = ô(i — 
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Anai.ysf. .MATiiiiJiAïiQiTK. — Note sur Vapplication des noimdles formules 

à VAstronàmic. 


IC, T. XIX, p. 129.8 (ç) déecmlirc 1844). 


Les nouvelles formules que j’ai données dans les précédents Mé¬ 
moires peuvent être appliquées avec avantage, comme j’en ai déjà 
fait la remarque, à la recherche des inégalités que présentent les 
mouvements des planètes et des comètes elles-mêmes. Pour rendre 
cotte application plus facile, il importe de décomposer en facteurs la 
fonction perturbatrice relative au système de deux plani'tes, (d. spé¬ 
cialement la partie de cette fonction qui.est réciproquement propor¬ 
tionnelle à leur distance mutuelle. Geth; décomposition sera l’objet 
de la présente. Note, dans Laquelle je montiau’ai d’ailleurs comment on 
peut déterminer, à l’aide de formules simples (‘t d’un usage com¬ 
mode, les racines de l’équation qu’on obtient en égalant à zéro la dis¬ 
tance mutuelle de deux planètes, considérée comme fonction de l’ex- 
ponentiellc qui a pour argument l’une des anomalies excentriques. 


Anai.ysk. 

Soient 

t- la distance mutuelle de deux planètes m, m'; 

T, T’ leurs anomalies moyennes; 

'j/, 4^' leurs anomalies excentriques. 

Le calcul des inégalités périodiques produites dans le mouvement de 
la planète m par la planète rN, et dans le mouvement de la planète w' 
par la planète m, exige le développement du rapport 

î 

suivant les puissances entières positives, nulle et négatives des expo- 
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nentiellos 

St l’on nomme en particulier 

A/;' A/;'^ _,J 

les coefficients des exponentielles 

■ 'r '1 j U"V — ti T) -T 

dans le développement dont il s’agit, on aura 


(1) 
et 

( 2 ) 


. r'^ , 


A„., f Kre"''' 


'-W/T. 


Comme on a d’ailleurs, (>n nommant s, t 'les excentricités des deux 
orbites, 

T = <J/ —' J si 1) T, T' -- (];' - £' sin 

les formules (i), (2) pourront être réduites aux suivantes : 

(3) A,, 

(4) A„.,A„-(l-£COSl|j)e'''''v''-'r/a;. 

En vertu de la formule (4), sera la valeur moyenne de la fonc¬ 

tion de 'ji représentée par le produit 

(5 ) A( I — £ cosif*) c" ■' . 

De plus, l’équation ( 3 ) peut être réduite à la formule 


( 6 ) 




r/ip'; 




(it l’on on conclura que A,;' rcprésontc préciscmcnL lo coclfi.cicnt do .r" 
ilans lo (lovolopponicnt de la fonction F(a:;) suivant les piiissano.os 
o.nticros de Il est d’ailleurs important d’ohsorvor que, dans la for¬ 
mule (8), ■£ désigne une fonction de l’angh^ 'li', par conséquent d(' la 
variable .-r, et même une fonction atgébriqiu'. dont la forim* irration- 
iK'lle s('. déterminera comme il suit. 

Ainsi que je l’ai remarqué dans la séance, du .l août derni(‘r, la 
valeur générab; de v- est de la forme 

j -c- h -*-* k COS—• iji' — a) -- - b cos( (|/ — G) — h' cos ( «V -- - ) • 

( 9 I • 

f -h c (*os ( ~h ~ y ) -h I cos 2 1|; -f- i' cos 

h, Iv, 1 ), [)', c, i, i' désignant des constantes positives, et a, 6", o', y des 
angles constants. II y a plus : si Ton pos(^ 

il — h 1) cos(ti' -- G), 

Iv cos G3 ==: k cos (i|; — a ) H- c cos ( 4^ — y ) ■ 1)^ cos6^ 

K sin Cl) k sin (4 — ^0 c sin (4^ y,) 1/ sin G^ 

la fornuile (9) deviendra 

{ IO ) X.- r_z K -f- H COS (4»' — w ) -h i' cos 2 4>^ 
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ou, L‘(‘ qui revient au ineiiu', 

i - - - K 4 - i H e- v^~ » _}_ L y -_|_ i j /1 j. 

Si maintenant on pose, pour abréger, 

on aura simplement 

(11) t-zn ^ i' ^ "T- 6(( , 

et par suite l’équation 

•< - — O 

pourra être réduite à la suivante 

j / _ f 

(12) æ- -h -I- 2 \)\^æ e- ‘ - e'*' v'”i J 0 (j — o 

011, ce qui revient au môme, à la suivante 

(10) 4 - 2 j) œ''^ cr " ‘ 4- 6 (j æ- -h :î p x v ' ^ + i ~ o. 

Soit 

X. ~ rt 

une racine de l’équation (tu) ou (i 3 ), l’arc étant réel aussi bien que 
le module a, on aura identiquement 

a~^“9v'--i ^ j^-2 ^-59 v'-i -{- v'7'4- u“‘ <9 -«*> 4^-1 ) Ccj - o; 

et, comme cette dernière formule ne sera point altérée quand on rem¬ 
placera rt par il est clair qu’on vérifiera encore l’équation (12) ou 
(t 3 ) en prenant 

X ~ - û'? 
rt 

Donc les quatre racines de l’équation (i 3 ) se correspondront deux à 
deux, de manière à offrir, avec un mémo argument, deux modules 
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inverses i’un de l’autre; donc ces quatre racines seront de la l'orme 


ne?'' --ftïv''"’, 

rt b 


II, b désignant des quantités positives, et o, y des arcs réels. Donc la 
rormule (i i) donnera 

(i^) i-r:; (.2? — ite?''"') - d eft/-! ^ (.r — 

et, si l’on fait, pour abréger, 



on aura simplement 

( I - - ) (t — ) (i — b^re-Xv'-i'i (i — b./- ' ) , 

( 10 ) ^ ^-=----c'y-*-/) V 

De plus, comme, en ayant égard à la formule x = , on trou¬ 

vera 

( I — rtj-je”?''”*} (,i — (iic“‘r 2 ii cos('i/'- 9 ) H- ii-> u 
et 

( r — ba;f.'~'/t'—' )'( i — b) ~ 1 — 2 b cos(d/' — y ) -t- b->. o. 


il est clair que la fraction comprise dans le second membre de la for¬ 
mule (10) offre une valeur réelle et positive. Donc, puisque x - est lui- 
même réel et positif, on aura nécessairement 


et, par suite, 


«!?+•/> V--'= I 






Donc les quatre racines de l’équation (i 3 ) seront de la forme 

n ef ' =2 ^ 1 e? , b c'- ? , d ï v “1, 
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et l’équation (i 5 ) se réduira simplement à celle-ci ; 

(i _ rt-r ) éi — ) (t — b a:'e?) (i — b.r^ 

(i6) - 

On aura donc, par suite, 

- =zî'U’(i — rt.rr'-îv^ ) " (i — n.c-'e'f'-' ) ' (i — b^eï'-') " (i — ba;-‘ c-?'-') 


Telle est la valeur de - qui devra être substituée dans le second membre 
de la formule (8). 

On peut remarquer encore que, si 1 on pose, pour abrégei. 


on aura 


et, par suite, 

(i8) 


•/i' r-;iaiig(i arc sine'). 


’ 1 -H ‘/l'~ 


I — c' eos — Y-, ( I — 'O' COS 4 - 'O'' ) 


I -- £' æ 


vJ 2*/]' 


--(i —(I — Vi'.r ^)* 


Lorsqu’on veut appliquer les formules i)récéclentes au calcul des 
inégalités que présentent les mouvements des astres, il importe d éva¬ 
luer en nombres les modules et les arguments des (luatre racines ima¬ 
ginaires de l’équation (i 3 ). Soient 

.-r,, .r,, .Cl 


ces quatre racines, en sorte qu’on ait 

.r»^-~e.r;,—be—, ,r.,e -r' 

On pourrait, en ayant recours au procédé le plus généralement suivi, 
ramener la recherche des racines 
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et, par suite, celle des quantités réelles 

n, ®, 

à la résolution de l’équation du troisième degré qui a pour racines les 
carrés des trois sommes 

^J -f- — «3?3 I ~i~ *^l *^4 2 

Mais il sera mieux encore de réduire la détermination des quantités 

U, b, 9 

à la résolution de l’équation du troisième degré qui a pour racines les 
moitiés des trois sommes 


.r,,ri,-|-Æ-;j.r 4 , .X’,.r 3 +.r,.?',., .r.>.r;„ 

attendu que ces trois sommes s’expriment très simplement en fonc¬ 
tion de n, b, op, à l’aide des formules 

, r rt b 

a; 1 a?» + -t's •*4 = cos a 9, .c, .rj ’ a'i .rj -h - g ~ ■ 

Désignons'par 

y.. 7-i- j:> 


les moitiés de ces trois sommes, et par y Tune quelconque (l’entre 
elles. On aura 


(' 9 ) 


J, = cos 39 , 


-- - ( rtb -t- 


nb 



et l’équation du troisième degré 

( J - yi) (7 - j'î'» (7— r:i ) — O 
se réduira, en vertu do la formule (i 3 ), à la suivante : 
(20) 7" — 2q.r---l- (p= — 1)7 -h 3 q — p- COS3W — O. 

De plus, si l’on pose dans cette dernière 


on en tirera 


7 ~-- -^q, 
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ios valoiirs do <i\ ^ étant déterminées par les formules 

‘J?- 3fi-— (p i) (p H- I), 2(|(q - _ [) (q ,■) _ _ cosaw), 

OU, ce qui revient au même, par les formules 

(«3) d’._ ;3(|- -pi-t- i, q(oc|- - p-)-i-])2COS 20 ) — aq. 

Il suit des formules (19) que les trois racines de l’équation (20) 
sont réelles. Donc on pourra en dire autant des trois racines de 
l’équation (21), ce qui suppose que la valeur f reste positive. Or, 
ilans e,ett(‘ supposition, on tire de l’équation (21) 

les valeurs d(! tHi et de. « étant déterminées par les formules 

1 

.. / <i’ \ - 3 ‘ 3 ) 

( 2.5 ,) .'/l 2 ( -3 ) , cos 3 s = . 

l’ar suite, si l’on pose, pour ahreger, 

3'.^ 

-“-«rccos^, 

en sorte que 1 désigne un arc renfermé entre les limites 0, les trois 
racines de l’équation en .s seront 

^ T „ T H-2TT T —air 

cos ^ » .'/l cos - — 1 .A cos —^— ) 

et les trois racines de l’équation en y seront 

( 2 (i ) q -h ,!(l cos , q -H cos - > q + A cos ^^ • 

De ces trois racines, la plus petite, abstraction faite du signe, restera 
inférieuni à l’unitô et sera la valeur de 

( 27 ) r, ;=;C0S2cp. 

Les deux autres racines, positives et supérieures a 1 unité, seront les 
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valeurs des demi-sommes 



D’ailleurs, comme on l’a remarqué, les racines de l’équation (j 3 ), 
prises deux à deux, se correspondent de manière à offrir deux modules 
inverses l’un de l’autre, et dont l’un est nécessairement inférieur à 
l’unité. On peut donc, dans les calculs qui précèdent, supposer les 
modules a et b inférieurs à l’unité; et, si l’on désigne par n le plus 
grand de ces deux modules, on aura 

b < Il < I. 

Dans cette hypothèse, jo sera la plus grande dos deux valeurs de y qui 
surpassent l’unité. Ajoutons que l’on tirera des équations (28) 

(?.q) «b-r tanff( ! arc sin — V - ^ tangf arc sin — 0 

y-J « \‘ yiJ 

et que, après avoir ainsi déterminé les valeurs des quantités positives 

, b 

iib, -, 

lï 

il suffira, pour obtenir a et b, d’extraire les racines carrées de leur rap¬ 
port et de leur produit. Quant à l’angle il ne se trouvera pas com¬ 
plètement déterminé par la formule (27), à laquelle il conviendra de 
substituer celle que nous allons maintenant établir. 

La valeur do it-, exprimée en fonction de ce, doit rester la même, 
soit qu’on la déduise de la formule (ri) ou do la formule (ï 6); on doit 
donc avoir identiquement, quel que soit x, 

^ -t- H- 6q j 

= (1 — ) (i -— ba:e?V“^ ) I — bx~' e—?v/-' 

Si l’on remplace par sa valeur et a? par dans l’équation 
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cédente, on en tirera 

l cos2<jj'-t- ap cos(t{^'— co) 4 - 3 q 

> j _[( — 9itcos(4’’— 9 )+ — ab cos('y-i- 9 } 4- b-] 

( ~ a nb 


plus, si, dans l’équation ( 3 o), on remplace l’angle i{;' qui reste 
itrairc par 4*'+ "rt, elle donnera 

i' cossi];'—O, P COS CO )-h 3 q 

[i H- Ci rt cos (d;'~- ü) -f- n-] [ï 2 b cos('y“h o) -h b^] 

2 ab 

fin, si Ton combine par voie d’addition et de soustraction les for- 
les ( 3 o) et ( 3 i), on en conclura 


cos2 4'^-h 3q “ 




-h 2 cos('V— cp ) cos(dt'-f“ <p) 


ce qui revient au même, 




+ cos 29 


j 2 P COS(c[>'— CO) ~ 


^ cos(cj>'-{- 9) — 



COS(tL'— 9). 


quation (32) qui, comme la formule (27), fournit seulement la va- 
r de cos2(p, ne peut servir a déterminer complètement l’angle o. 
is il n’en est pas de meme de l’équation ( 33 ), et si, dans cette der- 
re, on pose successivement 

en tirera 


2 P cos C.) 

) cos CP ~ - - - 

I , f 

an-h b -h 7- 

rt b 


2 nsinG> 

5109:=- 

b -h — — a - 

b a 


il est clair que les formules ( 34 ) déterminent complètement la 
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valeur de f ou plutôt le point de la circonférence avec lequel coïncide 
l’extrémité de l’arc représenté par la lettre ç. 

11 est important d’observer que, si l’on nomme s, s'les excentricités 
des orbites des deux planètes m et m', les valeurs de i, i' seront 

(35) i = L, 

Donc, si l’on désigne par m' une des anciennes planètes, la valeur de i' 
sera généralement très petite. Donc alors la valeur de •(-, déterminée 
par l’équation (lo ), se réduira sensiblement à 

( 36 ) t- : - H K cos ( d/'— (i) ). 

Par suite, deux racines de l’équation (i 3 ), celles-là mômes que nous 
avons représentées par les produits 

se réduiront sensiblement aux deux valeurs de 

qui seront déterminées par la formule 

(37) H-t-Kcosti];'—w)=o, 
c’est-à-dire aux deux racines de l’équation 

(38) H - 1 - i K 6'““ v'-ij — o. 

D’ailleurs, si l’on pose, pour abréger, 

0 = tang arc sin , 
les deux racines de l’équation ( 38 ) sont 

~ — 0e“d-’, x= —ge''”/-'. 


(39) 


a; 
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)()nc, SI l’on prend pour m' une des anciennes planètes, la racine de 
équation (i 3 ), représentée par le produit 

ae’f'J'-', 

lura pour valeur approchée le produit 

— 0 gü) y/-î - - (5 g{JT-^w) ^ 

Uoî s ciiissi coIIg des racines de I équation (i3) que représente le pro- 
Init 

l(‘vi(ni(lra simsiblement nulle, en sorte que sa valeur approchée sera 
■éduit(‘. a zéro. Ajoutons que, en partant des valeurs approchées que 
\oiis venons d’obtenir pour les deux racines 

ni pourra les déterminer rime tit l’aiitre, très facilement et avec une 
grande exactitude, en appliquant la méthode des approximations suc- 
‘.essives, donnée par Newton, a l’équation (i 3 ) présentée sous la 
orme 

t \(.) ) œ ( ;i' -H 0 \/ - * ) -h [' —_ = O. 


266 . 

Vnai.ysc MATiréMATiQUi:. — Mémoire sur une extension remarquable que 
ron peut donner aux nouvelles formules établies dans les séances 
précédentes, 

G. K., T. XIX, p. i 33 i (i 6 décembre 1844). 

Les nouvelles foi^mules que j’ai données dans les précédentes 
ïéances, pour le développement des fonctions en séries, peuvent 
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encore être généralisées. Si, parmi ces formules, on considère spé¬ 
cialement celles qui renferment des différences finies, on reconnaîtra 
qu’elles se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans une for¬ 
mule plus générale et tims simple, dont les divers termes sont respec¬ 
tivement proportionnels aux différences finies successives de diverses 
fonctions qu’il est facile de calculer. Cette dernière formule, aussi 
bien que les autres, peut être appliquée avec avantage à la solution 
des problèmes de haute analyse. Concevons, pour fixer les idées, 
qu’on la fasse servir au développement d’une fonction en série de 
termes proportionnels aux diverses puissances entières, positives, 
nulle et négatives d’une exponentielle trigonométrique. Alors on 
se trouvera précisément ramené aux conclusions que j’ai déjà énon¬ 
cées dans un article que renferme le Compte rendu de la séance du 
9 août id/fi. 

Analysk. 

Soient V{oc) une fonction donnée de la variable x, et a une con¬ 
stante réelle ou imaginaire dont le module a ne surpasse pas l’imité. 
Supposons d’ailleurs que la fonction 

¥(x) 

et même la fonction 



restent continues par rapport à la variable x, pour tout module de 
cette variable inférieur à une certaine limite qui surpasse l’unité. Cha¬ 
cune des fonctions 

sera, pour un tel module, développable en série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières positives, nulle et négatives de x. Or, 
soit le coefficient de x'‘ dans le développement de F(£c), et dési¬ 
gnons par P un arc réel; alors, on prenant 
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on aura 

'^ — 71 

Cl l’on trouvera encore, on remplaçante! par -> 



Supposons maintenant que F(e:) sc décompose en deux facteurs, 
dont l’iin soit représenté par f(e!), l’autre par 9(ae!), en sorte qu’on 
ait 




Tix) = c^{aæ) !{js) 


et, par suite. 



— Cf{x) f 


La formule (2) deviendra 
(4) f 

TT ' ' 


Pour déduire de l’équation ( 4 ) les formules (17) et (18) de la 
page 339, il suffît de poser 

(5) j = d?-‘~i, 
en sorte qu’on ait 

(6) x-i — xy 

et 

(7) 

puis de développer, suivant les puissances entières et ascendantes 
de 9', la fonction après y avoir substitué la valeur précédente 

de a! ou de -• Mais on obtiendra une formule encore plus générale, si. 


OEmres de C. — S. l, t. VIIl. 
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la fonction f(æ) étant elle-même décomposée en deux facteurs cp(æ), 
en sorte qu’on ait 

( 8 ) 


J./ æ\ / a 

f - ) = CD - t’ - 

\a j ' \a ' \ x 


on développe, suivant les puissances ascendantes de y, la fonction 


H « ) deux facteurs sont 




après avoir réduit ces deux facteurs aux formes 




en substituant, dans le premier, la valeur de x tirée de l’équation (6), 
et dans le second la valeur de ^ tirée de l’équation (7). Alors, en sup¬ 
posant que l’on ait, pour des valeurs quelconques des variables x,y^ 




on tirera de l’équation (9) jointe à l’équation ( 5 ) 




et par suite la formule (4) deviendra 


(11) A„—-^ I X-"' y)dp. 

TU 

D’autre part, en développant, suivant les puissances entières de j, la 
fonction ê(x,y) déterminée par l’équation (9), on trouvera 

(12) {x, y) = XoH- Xi ^ H- Xj JT"H- • . . -I- X,„_i y"‘—' -f- r 


m> 
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ésignant une fonction de x, entière, et du degré m, déterminée 
a formule 

f("') (a) X - ~ ^ r“-‘> («) X' (^) + • • • (- •)“ l'(«) x'"” ) 

)rte qu’on aura, non seulement 

x,=r(»)x(i) = r(i). 

I encore 


x,=«r(«),(-j-fr(a)x'(^> 


X,: 




^l'(«)x"' 


reste pouvant être représenté par une intégrale définie simple, 
‘’cnre de celles que nous avons mentionnées dans le précédent 
mire. Si d’ailleurs on pose, pour abréger. 


K,„ = Ç X-" X„, (jp (æ” ) dp, 

R,„ = —j '•/« ? ( ■^ ) dp. 


s, en admettant que la caractéristique A des différences finies soit 
tive à l’exposant n, on tirei’a de la formule (i6) 

I r” 

A"'K,„=:— / —i)"'X,„cp(a:)«//P 

ce qui revient au même, 

I r'^ 

A'" K,„ = — / X-»- X,„ J'" <p ( a? ) dp, 


e la formule (i i), jointe à l’équation (12), 

A„ = a" ( K„ -1- AK, H- A^ K2 s-... -h A'“-' K,„_, ) -h R,„ 
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Si le. reste R,„ devient infiniment petit pour des valeurs infiniment 
grandes de m, l’équation (19) donnera simplement 

(20) A„ = a"(Ko-!-AK iH-A^KîH-. . 

C’est ce qui aura lieu, en particulier, si le reste r,„ devient lui-même 
infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de m. Ajoutons 
que cette dernière condition sera certainement remplie si 
est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de la variable j, pour tout module de cette variable infé¬ 
rieur à 2 ; car le module 2 est évidemment le plus grand de ceux que 
peut acquérir la valeur de y déterminée par le système des deux équa¬ 
tions _ 

y = — I, x — 

la lettre p étant supposée représenter un arc réel. 

Il est bon d’observer que, si l’on pose, pour abréger, 

I /•’' 

(21) / x-’^^{oc)dp, 

la formule (iG), jointe aux équations (i 3 ), (i 4 ). (i 5 ), donnera 
K.= A-„f(«)x(l)=k,.f(l), 

li. a X - ■A'.-i |■(a) X' (0. 

^^[k,».r(»)x(5)-k._,f.(«)x'(i) + k,-.«-f(.)x-(j)]. 

et généralement 

x(^) - Y +• • • 

Ht- (- (’(«) 



(22) 

1k,= 
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Si l’on suppose, dans la formule (8), 


n en conclura 



x(*) = <“(«). 


t la formule (24) deviendra 
K,„ = (-!)“ 


1.2.. .m \a 




>onc alors l’équation (19), réduite à la forme 


<:) - ? "‘«''(s) +■■■+ f-'( j) 

oïncidera précisément avec la formule (i5) de la page 346. 

Si, dans la formule (8), on suppose 


+ Rfln 


n en conclura 
ar conséquent 




)onc alors l’équation (24) donnera 


K„,= 



t l’équation (19), réduite à la forme 

L„ = a«|^k„f{a->)-h ^ Ak„D^f(«-‘) + ...+ , A«-'k«Dr‘ ft®-*)] 

oïncidera précisément avec la formule (21) de la page 347. 

Dans un prochain article, je montrerai l’utilité des formules géné- 
ales que je viens d’établir, spécialement des formules (19) et (20), 
ans la recherche des développements des fonctions et, en particulier, 
e la fonction perturbatrice relative au système de deux planètes. 
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Analyse mathématique. — Mémoire sur quelques propositions fondamentales 
du calcul des résidus et sur la théorie des intégrales singulières. 

C. R., T. XIX, p. i337 (i6 dcccmbro 1844). 

§ I. — Considérations générales. 

J’ai, dans le 1 “ Volume des Exercices de Mathématiques, appliqué le 
calcul des résidus à la reclicrche et à la démonstration de diverses 
propriétés que possède une fonction f{z) d’iuK^ variable réelle ou 
imaginaire z, en supposant, comme je l’ai dit à la page 98 (théo¬ 
rème !)('), qu’à chacune des valeurs do que l’on considère, corres¬ 
pond une valeur unique et déterminée de la fonction /(z). Cotte étude 
m’a conduit (p. 109 et iio) (-) h une formule qui est l’expression 
pure et simple d’un théorème fondamental et très général dont voici 
l’énoncé : 

Tiiéoréme I. — Si le produit de la fonction f{z) par la variable z se 
réduit, pour toute valeur infinie, réelle, ou imaginaire de cette variable, à 
une constante déterminée ê, le. résidu intégral de la fonction se réduira 
lui-même à cette constante. 

Théorème II. — Si la constante § s'évanouit, le résidu intégral de la 
fonction s’évanouira pareillement. 

Cette seconde proposition, énoncée à la page iio du Volume déjà 
cité, est, comme on le voit, une conséquence immédiate de la pre¬ 
mière. 

Il y a plus : des théorèmes que je viens de rappeler, on déduit encore 
d’autres propositions fondamentales qui se trouvent discutées et déve- 


(■) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. IU 7 
(^) Ibid., p. i 4 i. 
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ppécs dans le IP Volume des Exercices (p. 277 et suiv.) (^). La pre- 
ière est le théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème III. — Si, en attribuant au module de la variable r- des 
leurs infiniment grandes, on peut les choisir de manière que la fonc- 
denenne sensiblement égale à une constante déterminée^', ou 
[ moins de manière que la différence entre la fonction et la constante 
üe toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment petite 
demeurant finie que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 
Vargument de la variable alors, pour une valeur quelconque de 
lie imiable, la fonction f{z^ sera équimlente à la constante plus à 
\e somme de fractions rationnelles qui correspondront aux dwerses 
cines de Véquation 

Si la fonction /(-s) ne devient jiâmais infinie, alors, l’éqnation 

I _ 

IkT) 

ayant plus de racines, les fractions rationnelles disparaitront. Donc 
théorème III renferme, comme cas particulier, la proposition sui- 
mte : 

Tiiéorkme IV. — Si, pour chaque valeur réelle ou imaginaire de la 
riahle la fonction /"(-) conserve sans cesse une valeur unique et 
terminée, si d’ailleurs elle se réduit, pour toute valeur infinie de z, à 
le constante déterminée J', elle se réduira encore à cette même constante 
'.and la variable z- acquerra une iKtleurfinie quelconque. 

J’ai d’ailleurs, dans plusieurs Mémoires que renferment les Comptes 
ndus des séances de l’année i843, appliqué à la théorie des fonctions 
liptiques les propositions ci-dessus énoncées, et d’autres de la même 
dure, qui sont encore plus générales; et je suis ainsi parvenu, non 


(^) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VU, p. 3^4 et suiv. 
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seulement à reproduire des résultats obtenus par M. Jacobi, mais 
encore à établir des formules nouvelles qui m’ont paru dignes de fixer 
un instant l’attention des géomètres. 

Il n’est pas sans intérêt de remarquer, dès à présent, l’analogie 
qu’ofïrent, dans leurs énoncés, les diverses propositions, et spéciale¬ 
ment le théorème IV, avec un autre théorème dont l’un de nos plus 
savants confrères, M. Liouville, a entretenu l’Académie dans la précé¬ 
dente séance. Ce dernier théorème, que notre confrère indique comme 
pouvant aussi être appliqué à la théorie des fonctions elliptiques, se 
rapporte généralement aux fonctions à double période. Je recher¬ 
cherai, plus tard, quels rapports essentiels existent entre les deux 
théorèmes, et comment on peut arriver à déduire l’un de l’autre. Le 
nouveau principe, ou théorème indiqué par M. Liouville, se trouve 
énoncé, a la page 12Ü2, dans les termes suivants : 

Soient z une variable quelconque, réelle ou imaginaire, et une 
fonction de z bien déterminée, je veux dire une fonction qui, pour 
chaque valeur x y j — i de z, prenne une valeur unique toujours la 
même, lorsque x et y redeviennent les mêmes. Si une telle fonction est 
doublement périodique, et si l’on reconnaît quelle ri est jamais infinie, on 
pourra affirmer, par cela seul, quelle se réduit à une simple constante. 

En terminant ce paragraphe, j’observerai que j’ai déduit constam¬ 
ment les divers théorèmes précédemment rappelés, et les théorèmes 
analogues, d’un principe fondamental, établi dans mes Mémoires de 
1814 et de 1822. Comme je l’ai reconnu dans ces Mémoires, la diffé¬ 
rence entre les deux valeurs d’une intégrale double, dans laquelle la 
fonction sous le signe^ peut s’intégrer une première fois en termes 
finis par rapport à l’une quelconque des deux variables que l’on con¬ 
sidère, se trouve exprimée par une intégrale définie singulière. Ce 
principe unique suffit pour montrer que, dans le théorème relatif au 
développement des fonctions en séries, on pourrait, à la rigueur, se 
passer de la considération des fonctions dérivées. Il en résulte donc, 
conformément à l’observation judicieuse que M. Liouville me faisait 
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'i'ni(‘remen(, à cot égard, qu’outre les deux énoncés de ce théorème, 
)nn(^s dans mon Mémoire de i 83 i et dans mes Exercices d'Analyse. 
seiublerait convcnahle de choisir le premier. Toutefois, lorsqu’il 
agit du developpenicnt des fonctions en séries, la considération des 
notions dérivées me paraît ne devoir pas être entièrement ahan- 
)nnéo, attendu que très souvent, comme je l’ai dit ailleurs, celle 
)nsidération est précisément celle qui sert h déterminer les modules 
!s séries. 

.le remarquerai encore que les divers théorèmes rappelés au com- 
enccinent de ce paragraphe, et les théorèmes analogues énoncés 
ins tiH'.s Exercices ou dans mes autres Ouvrages, se tirent aisément 
H uns des autres, en sorte qu’on peut déduire avec facilité les théo- 
nues plus généraux, et plus étendus en apparence, de ceux qui sem- 
lent l’être beaucoup moins. C’est ce que j’ai fait voir, en particulier, 
ins mes Exercices de Malhémalùjues (P‘'Volume, p. qo) ('), ainsi 
ne dans mon Mémoire de i 83 i (-), sur le calcul des limites. 

, 1 e remarquerai enfin qu’aux formules données dans mon Mémoire 
iBr/i, pour la détermination des intégrales doubles et des inté- 
rales définies singulières, il convient de joindre les formules plus 
énéralcs que renferme le Mémoire présenté à l’Académie le 28 oc- 
»bre 1B22 (’). 

î 11. — Usage des inlégrales définies singulières dans la détermination 

des intégrales doubles. 

C’est dans le. Mémoire lu à l’Institut le 22 août 1814 (') que j'ai 
lontré la ditrércncc qui peut exister entre les deux valeurs qu’on 
l)tient pour une intégrale double, lorsqu’on effectue d’abord les inté- 
rations dans un certain ordre, et qu’ensuite on renverse l’ordre des 
itégrations. C’est encore dans ce Mémoire que j’ai reconnu la cause 
e cette ditférence, et que j’en ai donné la mesure exacte, par le 

(> J OEuvres de Cauehy, S. Il, T. VI, p. la.'i Sliiv. 

Ibid., S. II, T. XV. 

(ii) Ihfd,, S. ][, T. IJ, Bidlelin de la Société philomathique, 

(/‘ ) Jùid,^ S. 1, T. I, p. 319 gL suiv. ^ 

OJÙù^res de — S. i, t. VHI. 
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moyen des intégrales définies singulières. Plus tard, en 1822, je me 
suis occupé de nouveau du môme sujet, qui fut traité aussi, vers la 
même époque, par M. Ostrogradsky, dont les conclusions s’accordè¬ 
rent avec les miennes. Mes recherches sur cette matière ont été con¬ 
signées, d’une part, clans le Mémoire déjà cité, d’autre part, dans le 
second Mémoire, qui a été présenté à l’Académie le 28 octobre 1822, 
comme l’atteste la signature du Secrétaire perpétuel, M. Georges 
(aivier. Le Bullelin de la Société philomathique de 1822 (p. iGi) pré¬ 
sente diverses formules tirées de ce second Mémoire; je me pi'opose 
d’en extraire prochainement quelques autres du cahier manuscrit qui 
renferme le texte original et que j’ai retrouvé dernièrement. .Te me 
bornerai, pour l’instant, à rappeler que, à l’aide des principes énoncés 
dans le Bulletin de la Société philomathique, j’avais décomposé généra¬ 
lement en intégrales clélinies singulières la différence A — B des inté¬ 
grales doubles 

f f J{x,y)dydx, f 

J y Jx’ 

et que j’avais ensuite spécialement appliqué mes formules, d’abord 
au cas où l’on suppose la fonction /{oc, y) intégrable en termes finis, 
par rapport à chacune des variables x, y, en sorte qu’on ait simulta¬ 
nément 

/{■r,y)=Dy>]^(x,y)—T)^Xi^,y), 
puis au cas plus restreint où l’on suppose 

à{x,y) =/(x + Ys/~)d^(X + Y^/^) 
et 

7M>y) =/(X -H Y Ï)y(x + Y ^0, 

X et Y désignant deux fonctions quelconques de x et de y. 

§ III. — Conséquences diverses des propositions fondamentales 
du calcul des résidus. 

Les propositions fondamentales du calcul des résidus, que j’ai rap¬ 
pelées dans le § I, entraînent avec elles, comme conséquences, divers 
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11.1 os Ihcoromcs qui sc Irouvent déjà, en partie, énoncés dans les 
xcrcices de Mal hématique s, et que je vais indiquer en peu de mots, 
irabord, du. Üiéoréme III du § I on peut immédiatement déduiir 
ne proposition énoncée à la page 279 du second Volume des Exer- 
res ('), dans les termes suivants ; 

l iiKOUôiK I. — Sf, en attribuant au module r de la variable 


■ /‘(cos/; -h y/— I sin p) 


".v valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manière que la 
oncuo/i f{z) devienne sensiblement égale à zéro, quel que soit ddiit- 
urs l angle />, ou du moins de manière que cette fonction reste toujours 
rue ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment petite, en demeiu 
int finie, que dans le imsinage de certaines valeurs particulières de 
angle P, on aura 


J\X) 


^ X —Z ' 


)u/va que, dans le second membre de Véquation (i), on réduise le résidu 
Hégral 

pLZM)' 

xa valeur principale. 

Ou ne doit pas oublier que, en vertu de la condition énoncée à la 
âge <)8 du I''‘' Volume des Exercices C), la fonction /(z-) doit con- 
.'rv(ïr, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique et détermi- 
é(',. Donc, si cette fonction ne devient jamais infinie, elle sera ce que 
ous appelons une fonction continue de z. Mais alors, l’équation 

'ayant plus de racine, le résidu intégral 

r (/(--)) 

X — Z 


( ') OEuvret de Cauchy, S. II, T. VU, p- 3oj, 3oü. 
(2) ïhid., S. II, T. VI, p. l•^8. 
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moyen des intégrales définies singulières. Plus tard, en 1822, je nn^ 
suis occupé do nouveau du même sujet, qui fut traité aussi, vers la 
même époque, par M. Ostrogradsky, dont les conclusions s’accordè¬ 
rent avec les miennes. Mes recherches sur cette matière ont été con¬ 
signées, d’une part, dans le Mémoire déjà cité, d’autre part, dans le 
second Mémoire, qui a été présenté à l’Académie le 28 octobre 1822, 
comme l’atteste la signature du Secrétaire perpétuel, M. Georges 
Guvier. Le Bulletin de la Société philomathique de 1822 (p. 161) pré¬ 
sente diverses formules tirées de ce second Mémoire; je me propose 
d’en extraire prochainement quelques autres du cahier manuscrit qui 
renferme le texte original et que j’ai retrouvé dernièrement. .Te me 
hornerai, pour l’instant, à rappeler que, à l’aide des principes énoncés 
dans le Bulletin de la Société philomathique, j’avais décomposé généra¬ 
lement en intégrales définies singulières la différence A-— B des inté¬ 
grales doubles 

h — f f /{■r,y)dyda;, B= f C f{x,y)dxdy, 

t/x' t/x' t/y' 

et que j’avais ensuite spécialement appliqué mes formules, d’abord 
au cas où l’on suppose la fonction f{x,y) intégrable en termes finis, 
par rapport à chacune des variables x, y, en sorte qu’on ait simulta¬ 
nément 

/( -r, J' ) = DJ. ijj ( /) = D;i. X ( a?, y ), 

puis au cas plus restreint où l’on suppose 

7) =/(X -y Y \/“) D,(X -y Y 
et 

7.(^.7) -=/(x -h Y D,, (X H- Y\/::r7), 

X et Y désignant deux fonctions quelconques de x et de y. 

§ lïL — Cofiséfjuences diverses des propositions fondamentales 
dit calcul des résidus. 

Les propositions fondamentales du calcul des résidus, que j’ai rap¬ 
pelées dans le § I, entraînent avec elles, comme conséquences, divers 
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lires Uiéorômos qui so trouvent déjà, en partie, énoncés dans les 
xeicices de Mathemaliques , et que je vais indiquer en peu de mots. 
D’abord, du tliéorèmc III du § I on peut immédiatement déduire 
ne proposition énoncée à la page 279 du second Volume des Exer¬ 
ces ('), dans les termes suivants : 

1 UKOiiÈJiii: I. — Si, en aUribuant au module r de la variable 

5 /-(cosyji + v/—I sin/)) 


"S valeurs inJiaimenL grandes, on peut les choisir de manière que la 
oneUon f(z-) devienne sensiblement égale à zéro, quel que soit d'ail- 
urs l’angle p, ou du moins de manière que cette fonction reste toujours 
me ou infiniment petite, et ne cesse d’être infiniment petite, en demeu- 
int finie., que dans le t'oisinage de certaines valeurs particulières de 
angle P, on aura 


niivit que, dans le second membre de l’équation (i), on réduise le résidu 
ilègral 

r (/(=)) ' 

l-e JC Z 

sa valeur principale. 

On ne doit pas oublier que, en vertu de la condition énoncée à la 
âge 98 (lu Volume des Exercices (-), la fonction f{z) doit con- 
'.rver, pour chaque valeur linie de z, une valeur unique et détermi- 
ée.. Donc, si cette fonction ne devient jamais infinie, elle sera ce qm* 
nus appelons une fonction continue de z. Mais alors, l’équation 

'ayant plus de racine, le résidu intégral 

rLAül 

. t - J 


( ') OËiivres de Cauchy, S. II, T. Vil, p- 3o5, 3o(). 
(2) Ibid., S. II, ï. VI, p. i >.«. 
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s’évanouira, et la formule (i) donnera, pour une valeur quelconque 
réelle ou imaginaire de la variable x. 

Donc le théorème I entrainora immédiatement la proposition sui¬ 
vante : 

TnéoaÈME II. — Soit une fonction toujours continue de la, variable. 

réelle ou inmginaire z. Si cette fonction s’évanouit pour toute valeur infinie 
de Z, elle se réduira toujours à zéro, quel que soit z. 

Corollaire. — Supposons maintenant que la fonction /(-), toujours 
continue, et par conséquent toujours finie, cesse de s’évanouir pour 
(les valeurs intiuies de z. Alors, si l’on désigne par a une valeur parti¬ 
culière de Z, le rapport 

f{z)-f{a) 

Z — a . 

sera une autre fonction toujours continue et toujours finie qui s’éva¬ 
nouira pour toute valeur infinie de Donc, en vertu du théorème II, 
cette autre fonction se réduira, simplement à zéro; de sorte qu’on aura 

/(-)-/(«) = O 

ou, en d’autres termes, 

/(-)==/(«) = const. 

Donc une considération analogue à celle dont je me suis servi dans le 
Mémoire de i 83 i (p. G) ('), c’est-à-dire la considération d’un rappetrt 
de la forme 

/(-) -./■(«) 

-, 

Z '— a 

ici substitué à la fonction f{z), suffit pour transformer le théorème II 
en une proposition plus générale en apparence, et dont voici l’énoncé : 

Théorème III. — Si une fonction f(^z) de la variable réelle ouimagi- 
naire z reste toujours continue, et par conséquent toujours finie, elle se 
réduira simplement à une constante. 

(1) OFMvrcs de Cauchy, S. II, T. XV. 
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On pourrait encore déduire directement cette dernière proposition 
i Üicorèmc II du § I ou, ce qui revient au même, de la formule 

) <£(/(-)) = O, 

li subsiste dans le cas où, la fonction conservant toujours uiu' 
ileur unique et déterminée, le produit 

-'/(=) 

évanouit pour toute valeur infinie de En effet, supposons que la 
nction f{z) cesse de remplir la dernière condition, mais reste tou- 
urs Unie. On pourra lui substituer, dans la formule (2), le. rapport 

/(-O 

(Z— JS) {Z —Y)' 

Lii remplira certainement cette dernière condition, et alors la l'or- 
ule (2), réduite à la suivante 

/(^■) =/(/), 

^primera simplement que la fonction /{oc) devient indépendante de 
I valeur attribuée à x. 

Ajoutons que le théorème III, renfermé, comme on vient de le voir, 
ans la formule (2), comprend évidemment lui-même, comme cas 
articulicr, le théorème relatif aux fonctions à double période. 
Concevons maintenant que la fonction f{z), toujours continue, et 
ar conséquent toujours finie, pour des valeurs finies de la varialib* 
evicnne infiniment grande pour des valeurs infinies de cette variable, 
lais de telle manière que le rapport 

ÏIÛ 


ans lequel m désigne un nombre entier donné, s’évanouisse toujours 
vec Alors, si l’on désigne par F(.s) une fonction entière de degré tu, 
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•m 

on aura, en vertu de la formule (i), 



Si, pour üxcr les idées, on pose 

¥{z)=z{z-a){z-b)...{:;-h)(=--k), 

a, /j, ..., à, /f: désignant m valeurs particulières de z-, la formule ( 3 ) 
donnera 

(^0_ m _= rr_/(£-)_ 

Comme on le voit, cette dernière formule, déjà présentée aux géo¬ 
mètres dans le P‘‘ Volume dos Exercices (p. 23 ) ('), n’est pas seii- 
D'inent applicable au cas spécial que j’ai considéré {ibidem), c’est- 
à-dire au cas où f{x) représente une fonction entière do x. Mais, 
d’après les principes du calcul des résidus exposés dans le IP Volume 
des Exercices ou, ce qui revient au même, on vertu du théorînne 1 , il 
suffit, pour la vérification de la formule (4), que la fonction /(z), 
étant toujours finie et toujours continue pour des valeurs finies de z, 

le rapport s’évanouisse avec 4 ' D’ailleurs la formule ( 4 ) imu- 

^ -O 

vaut, comme j’en ai fait la remarque dans le P‘' Volume des Exercices, 
se réduire à la suivante 


(à) 




{x - b) k) 

{a — b). . .{a — k) 


/(a) 


{.v — a)...{.x —h) 
{k — a)...{k-~li) 


/(/•), 


('/est-à-dire à la foiunule d’interpolation de Lagrange, fournit, en 
conséquence, pour valeur de f{x), une fonction entière de ,i' du 
degré m — ^. On peut donc encore énoncer la proposition suivante : 

TiiÉOKÈiiiE IV. — Si une fonction f{z) de la variable réelle ou imagi¬ 
naire z reste toujours finie et continue pour des iKileurs finies de cette 


(^) OEiwres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 36. 
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friable, el si (railleurs le rappon 

f{^) 

ctus Iccjiiel 1)1 désigné un nombre entier donné, s épanouit pour toute 
alcur infinie de z, alors f{z) ne pourra être qii une fonction entière 
e .Z du degré ni — ^. 

Lorollcdre. — Si la fonction f{z), toujours continue, ne devienl 
allais infinie, même pour des valeurs infinies de on devra sup- 
oser évidemnient —t. Doue alors f{z) ne pourra être qiiTine 
)n(‘tion (Mitière du d(‘grc zéro, c’est-à-dire une constante, et l’on sc» 
*oiiv('ra iminédiateiuent ramené au théorème III. 


268 . 

Anaï.ysk siATïiKMATîQiîE. — Sur les sérics multiples el sur les séries 

modulaires. 

C. R., T. XIX, p. 1375 (0.3 décembre 1844). 

On sait (jiie la Géométrie à trois dimensions a souvent olferl le 
loyen le plus facile de résoudre certains problèmes ou d’établir eer- 
tins théorèmes de Géométrie plane. C’est ainsi que la théorie des 
rojections centrales, si bien exposée et développée par notre hono- 
ahlo confrère M. Poncelet, Ta conduit à des solutions très élégantes 
’un grand nombre de questions de Géométrie plane, en lui permet- 
uit, par exemple, de passer très aisément des propriétés dun sys- 
inne de plusieurs cercles aux propriétés d’un système de plusieurs 
Ilipses. La raison logique des succès que Ion obtient en maichanl 
ans cette voie est facile à saisir. Un problème de Géométrie plane 
résente sous un nouveau point de vue, quand 011 le considère comme 
itimement lié à un problème de Géométrie dans 1 espace; el il e^I 
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(>n aura, eu vertu de la formule (i), 


(■>) 



Si, pour fixer les idées, on pose 


F( = ) = - 6). .- A) (= - />•), 

a, b, , A, k désignant m valeurs particulières de la formule (3 ) 
donnera 

( i ) __= r ( /(=) _1 _i__. 

(.r — a) (,r — b). . .{x — k) — — k)) x — z 

(iomme on le voit, cette dernière formule, déjà présentée aux géo¬ 
mètres dans le Volume des Exercices (p. 23 ) ('), n’est pas seu¬ 
lement applicable au cas spécial que j’ai considéré {ibidem), c’esl- 
n-dirc au cas où f(x) représente une fonction entière do æ. Mais, 
d'après les principes du calcul des résidus exposés dans le IP Volume 
des Exercices ou, ce qui revient au même, en vertu du tliéorinne I, il 
sulfit, pour la vérification de la formule (/|), que la fonction f{z), 
élant toujours finie et toujours continue pour des valeurs finies de z, 

l(' rapport s’évanouisse avec D’ailleurs la formule (4) pou¬ 
vant, comme j’en ai fait la remarque dans le P‘’ Volume des Exercices, 
se réduire à la suivante 


(é) 


M = 


{.v-b)...{.r~k) 
{a — b). . .{a — k) 




(,r — a). . .(.« — h) 

{k-a)...{k-h) 


/(/•). 


e-’est-à-dire à la formule d’interpolation de Lagrange, fournit, en 
conséquence, pour valeur do f{nc), une fonction entière de x du 
degré w — i. On peut donc encore énoncer la proposition suivante : 

TnÉORÈMK IV. — Si une fonction f{z) de la variable réelle ou imagi¬ 
naire Z reste toujours finie et continue pour des valeurs finies de celle 


(') OEmres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. 36. 
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Tiable, et si d’ailleurs le rapport 


./(-) 


ms lequel m désigne un nombre entier donné, s'évanouit pour toute 
'.leur infinie de z-, (dors /{z) ne pourra être qu’une fonction entière 
' Z du degré m — t . 

Corolkdre. — Si la fonction /(.:), toujours continue, no devieni 
mais infinie, même pour des valeurs infinies de z, on devra sup- 
)ser évidemment m~i. Donc alors /(:■) ne pourra être qu’une 
nction entière du degré zéro, c’est-à-dire une constante, et l’on se 
ouvera immédiatement ramené au théorème HT. 
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An.vlyse iM.\.tuÉiM\tiqüe. — Sur les séries multiples et sur les séries 

modulaires. 


C. It., T. XIX, p. i37ü ('.>,3 décembre i84.t)- 


On sait que la Géométrie à trois dimensions a souvent ofiert le 
oyen le plus facile de résoudre certains problèmes ou d’établir cer- 
ins théorèmes do Géométrie plane. C’est ainsi que la théorie des 
ojections centrales, si bien exposée et développée par notre hono- 
ble confrère M. Poncelet, l’a conduit h des solutions très élégantes 
un grand nombre de questions de Géométrie plane, en lui permet- 
nt, par exemple, de passer très aisément des propriétés d’un sys- 
me de plusieurs cercles aux propriétés d’un système de plusieurs 
lipses. La raison logique des succès que l’on obtient en marchant 
ns cette voie est facile à saisir. Un problème de Géométrie plane s(ï 
ésente sous un nouveau point de vue, quand on le considère comme 
timement lié à un problème de Géométrie dans l’espace ; et il est 
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«liiir que, en augmentant lo nombre des points de vue sous lesquels 
une question est envisagée, on se procure par cela même de nouveaux 
moyens de l’approfondir et de la résoudre. Ce raisonnement peut 
d’ailleurs s’appliquer aux problèmes et aux théorèmes d’Analyse, tout 
{'.omme aux problèmes et aux théorèmes de Géométrie. Aussi est-il 
arrivé plusieurs fois que la considération des fonctions de plusieurs 
variables a conduit les géomètres à des propriétés remarquables des 
fonctions qui renferment une variable seulement. On peut citer, 
comme exemples, la démonstration que Laplace a donnée de la série 
(le Lagrange, et les belles propositions, relatives aux nombres, que 
Jf. Jacobi a déduites immédiatement de la théorie des fonctions ellip¬ 
tiques. On conçoit de même que les propriétés des séries simples doi¬ 
vent souvent se déduire avec facilité des propriétés des séries mul- 
liples. Cette considération m’a engagé à reprendre une étude dans 
laquelle je me suis vu encouragé par l’assentiment des géomètres, et à 
poursuivre, à l’égard des séries multiples, les recherches auxquelles 
je me suis livré depuis vingt-quatre ans, pour établir sur des bases 
solides la théorie des séries simples, j’examine particulièrement quelle 
idée on doit se faire de la convergence des séries multiples, et quelles 
senties conditions de cette convergence. Parmi les résultats auxquels 
je parviens, les plus importants peuvent être facilement énoncés. Je 
vais les indiquer en quelques lignes. 

Les problèmes d’Analyse, comme l’on sait, ont généralement pour 
but la recherche do certaines quantités dont il s’agit de fixer les va- 
h'urs, en les déduisant des valeurs supposées connues d’autres quan¬ 
tités qui constituent ce qu’on appelle les données d’une question. Dans 
la langue algébrique, on représente les quantités connues et incon¬ 
nues par des lettres, et les valeurs des inconnues sont censées déter¬ 
minées quand on a réduit leur détermination au système de plusieurs 
opérations à effectuer sur les quantités connues. Le système de lettres 
et de signes qui représente ces opérations est ce qu’on appelle une 
formule. Il peut d’ailleurs arriver que l’on parvienne à déterminer une 
inconnue, ou d’un seul coup et à l’aide d’une seule opération, ou par 
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3 CS et par morceaux, s’il est permis de s’exprimer ainsi, et à l’aide 
pproximations successives. Dans le dernier cas, la valeur de l’in- 
nuc se trouve exprimée par la somme d’une série simple ou mul- 
e. Mais, pour que la détermination de cette inconnue ne devienne 
illusoire, il est bien entendu que les approximations doivent être 
ictives, de sorte qu’après un certain nombre d’opérations cliaquc 
o’oximation nouvelle fasse généralement converger le résultat trouvé 
5 la valeur de l’inconnue et rapproche le calculateur du but qu’il 
propose d’atteindre. C’est alors que la série simple ou multiple, 
pre à founir des valeurs de plus en plus exactes de l’inconnue, est 
eléc convergente; et, par ce peu de mots, on peut juger de l’im- 
tance que les géomètres ont dû attacher à la convergence des 
ies. 

’ai prouvé, en 1821, dans mon Analyse algébrique ('), que la con- 
gence d’une série simple dépend surtout d’une certaine quantité 
itive, ou, si l’on veut, d’un certain module, que j’ai depuis appelé 
nodule de la série. En effet, une série simple est convergente ou 
ergente, suivant que son module est inférieur ou supérieur a 
lité. A cette considération des modules des séries simples je joins 
ourd’hui la considération des séries modulaires. J’appelle ainsi la 
ie dont les termes se réduisent aux modules des divers termes 
ne série donnée simple ou multiple. 

lela posé, j’établis des théorèmes fondamentaux relatifs à des séries 
deonques, et je prouve, on particulier, qu’une série simple ou 
Itiple est toujours convergente lorsque la série modulaire corres- 
idante est convergente elle-même. 

)ans un prochain article, je développerai les conséquences des 
icipes exposés dans celui-cT, et je montrerai comment on peut 
si revenir aux formules que j’ai données dans mes derniers Mé- 
ires sur le 'développement des fonctions en séries, ou même fixer 
conditions précises sous lesquelles subsistent ces formules, en 


) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III. 
OEuvres deC.— S.I, t. VIII. 
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prouvant que ces mêmes formules se vérifient tant que les séries 
qu’elles renferment demeurent convergentes. 


269 . 

Analyse siatiiéjiatique. — Mémoires sur les fondions complémentaires. 

G. R., T. XIX, p. i 377 (28 dôceinbre 1844). 

Considérons, avec une variable réelle ou imaginaire, une fonction 
qui ne cesse d’être continue que pour certaines valeurs de la variable 
auxquelles correspondent des résidus déterminés. Si, d’ailleurs,/jour 
toute valeur infinie de la variable, le produit de la variable par la fonc¬ 
tion s'émnouit, le résidu intégral de la fonction s évanouira pareillement. 

De ce principe fondamental du calcul des résidus on déduit sans 
peine, comme je l’ai déjà observé, les deux théorèmes suivants, dont 
le premier est un cas particulier d’une proposition plus générale, 
énoncée dans le II® Volume de mes Exercices de Mathématiques (') : 

TiiÉORÉJiE 1. — Si, pour toute valeur finie d’une vaiiahle réelle ou 
imaginaire une fonction de z reste toujours continue, par conséquent 
toujours finie; si d'ailleurs, pour toute valeur infinie de la variable z, le 
produit de cette variable par la fonction se réduit ci une constante déter¬ 
minée, la fonction elle-même se réduira simplement à cette constante. 

Théorèiiie il — Si une fonction d’une vaiiahle réelle ou imaginaire z 
reste toujours continue, par conséquent toujours finie pour des valeurs 
finies de z, et si d’ailleurs cette fonction ne cesse pas d’être finie, même 
pour des valeurs infinies dez, elle se réduira simplement à une constante. 

Si, dans le pi'écédent Mémoire, je me suis borné à remarquer l’ana¬ 
logie qui existe entre les deux théorèmes et à faire voir que le second 
est, tout comme le premier, une conséquence immédiate du principe 
fondamental, c’est qu’il ne me souvenait pas d’avoir publié aucune 

(^) OEuvres de Cauchy, S. lï, T. VIT. 
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brmule qui, dans le cas général, ou dans un cas particulier, fûtrcx- 
)ression précise du second théorème. Toutefois, une telle formule 
ixiste dans l’un de mes Mémoires. Il ne sera pas inutile d’entrer à ce 
lujet dans quelques détails. 

Une fonction algébrique ou même transcendante peut être rcpré- 
sentée, dans un grand nombre de cas, par une somme de fractions 
•ationnelles, dont chacune devient infinie pour une valeur de la va- 
'iable qui rend infinie la fonction donnée, ou, du moins, par une telle 
somme augmentée d’une fonction nouvelle que j’appellerai complé- 
nentaire, et qui offre cela de remarquable qu’elle conserve toujours 
me valeur finie pour toutes les valeurs finies de Invariable. Cela posé, 

1 est clair qu’on pourra généralement réduire la recherche des pro¬ 
priétés de la fonction donnée à la recherche des propriétés de la fonc¬ 
tion complémentaire, et c’est effectivement ce que j’ai fait moi-même, 
dans plusieurs circonstances, spécialement dans le Volume des 
Exercices de Mathématiques (page ç) 5 ) (*). 

Or, dans le Mémoire que renferme le Compte rendu de la séance du 
20 septembre i 843 , j’ai tiré du calcul des résidus deux formules géné¬ 
rales qui m’ont paru spécialement applicables à la décomposition de. 
certaines fonctions et, en particulier, des fonctions elliptiques en 
fractions simples. Ces deux formules se rapportent au cas où la fonc¬ 
tion donnée ne cesse d’être continue que pour certaines valeurs d(' 
la variable qui la rendent infinie. En vertu de la première formule, 
qui n’est autre que l’équation ( 5 ) de la page 279 du lU Volume des 
Exercices (“), si la fonction donnée s’évanouit pour une valeur infinie 
de la variable, la fonction, complémentaire s’évanouira elle-même. 
Mais il en sera autrement si la fonction donnée satisfait seulement à 
la condition de rester finie pour une valeur nulle ou infinie de la va¬ 
riable, et alors, en vertu de la seconde formule, la fonction complé¬ 
mentaire se réduira simplement à une constante qui pourra diflerer 
de zéro. 

(') OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 et suiv. 

Ibid., S. II, T. VII, p. 326. 


380 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Si la fonction donnée ne devient jamais infinie, elle ne différera pas 
de la fonction complémentaire, et alors, en vertu de la seconde for¬ 
mule, CO sera la fonction donnée elle-même qui se réduira simplement 
à une constante. On se verra donc alors ramené par la seconde formule 
précisément au dernier des deu.v théorèmes que nous avons ci-dessus 
rappelés. D’autre part, il est clair que le théorème dont il s’agit sub¬ 
sistera, comme la formule elle-même, pour toute fonction continue 
de X. Si l’on considère séparément le cas où la fonction est double¬ 
ment périodique, on retrouvera le théorème spécial regardé avec 
raison, par un de nos honorables confrères, comme particulièrement 
applicable à la théorie des fonctions elliptiques. Il est d’ailleurs évi¬ 
dent que les résultats fournis par le théorème ne différeront pas des 
résultats qui ont été ou peuvent être fournis par l’application immé¬ 
diate de la formule. 

Analyse. 

Soit f(cc) une fonction de la variable x, qui ne cesse d’être continue 
que pour certaines valeurs de x qui la rendent infinie, et auxquelles 
correspondent des résidus déterminés. Supposons, d’ailleurs, que le 
système de ces résidus, dans le cas où ils sont en nombre infini, forme 
une série convergente, et prenons 

(0 ®(^)=/(^)(/(-)}• 

Alors la fonction ^(æ) conservera généralement une vahnir finie jiour 
toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires de la variable x. D’ail¬ 
leurs, cette fonction, étant précisément celle qui, en vertu de la for¬ 
mule (i), ou plutôt de la suivante 

( 2 ) /(•*^) = (/(-)] 

doit être ajoutée au résidu intégral 
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land on veut compléter la valeur de la fonction donnée /(a;), sera 
iinmée, pour ce motif, la fonction complémentaire. La considération 
cette fonction complémentaire fournit le moyen d’établir facilement 
verses propositions importantes relatives à la fonction f(x), comme 
l’ai fait voir dans le I®'' Volume des Exercices de Mathématiques 
âges 95 et suivantes) ('). 

Considérons maintenant le cas particulier où le produit s/(=) 
ivanouit pour toute valeur infinie de Alors, comme je l’ai fait 
ir dans le I®*' Volume des Exercices, le résidu intégral de la fonction 
5) s’évanouira, en sorte qu’on aura 

f(:-\ 

, dans cette dernière formule, on remplace /(-) par ^ ^ . on ob- 

mdra la suivante 

i se trouvait déjà dans les Exercices, et qui suppose que la fonction 
s) s’évanouit elle-même pour toute valeur infinie de 
De la formule (4), comparée à la formule (2), on déduit immédiatc- 
înt la proposition suivante ; 

Théouème III. — /)ans le cas où la fonction donnée fixé) s’évanouit 
'.ir toute valeur infinie de X, la fonction complémentaire xsÇpc) se réduit 
e-même à zéro. 

Concevons à présent que la fonction f{z) conserve une valeur finie, 
lis cesse de s’évanouir pour une valeur infinie de s. Alors on pourra, 
ns la formule ( 3 ), remplacer /(-) par le produit 



, ce qui revient au même, par le produit 


’) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 et Suiv. 
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attendu que l’expression 



s’évanouira, dans l’hypotliese admise, pour toute valeur infinie de s. 
Cela posé, la formule ( 3 ) donnera 

( 5 ) + 

la valeur do s étant constante, c’est-à-dire indépendante de x, et 
déterminée par la formule 

('>) 

D’ailleurs, do la formule ( 5 ), comparée à la formule (2), on déduira 
immédiatement la proposition suivante : 

Tiiéouème IV, — Dans le cas où la fonction donnée f{x') reste finie 
pour toute valeur infinie de x, la fonction complémentaire ts(^x) se réduit 
simplement à une constante. 

La valeur de la constante G, fournie par l’équation (G), peut encore 
être présentée sous d’autres formes qu’il est bon de signabu'. 

D’abord, on développant le second membre de l’équation (6), on 
trouve 

D’autre part, si l’on pose 

(8) 

on aura, en vertu d’une formule établie dans le 1 “*’ Volume des Exer¬ 
cices {voir la formule (92) de la page 217] ('), 

(9) S=/(o)+ 7 (/( = )]> 


(M OEwres de Cauchy^ S. 11 . T. VI, p. 9.69. 
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par suite, l’équation (7) donnera 


o) 


(“) 

©= r 




i l’on substitue la valeur précédente do 3 dans l’équation ( 5 ), on 
ouvera 


/(•*)■ 


0 


(I) tiî) 
|0)M-7t) ^ ' 


t-^) 


--(/(=))- i 

% 




"-f f{eH-^)dp. 


ette dernière formule est précisément la formule ( 3 ) du Mémoire 
ue j’ai présenté à l’Académie le 20 septembre i 8/|.3 sur l’application 
U calcul des résidus aux produits composés d’un nombre infini de 
icteurs. Comparée à l’équation (2), cette même formule reproduit 
nmédiatement le théorème IV. 

Au reste, le théorème IV pourrait être considéré comme compris 
ins le troisième, duquel on le déduit immédiatement en désignant 
ar a une valeur particulière de x, et remplaçant la fonction/(.«) par 
! rapport 

f{x) — fia ) 

X — a 


J’ajouterai que, dans le cas où l’on prend pour f{x) le rapport 
ntre deux produits de factorielles réciproques, et où, des deux termes 
c ce rapport, le second, c’est-à-dire le dénominateur, renferme plus 
e factorielles que le premier, la fonction complémentaire doit s’é- 
anouir en vertu du théorème III. Cette observation, relative aux fac- 
)riellcs réciproques, et, par conséquent, aux fonctions elliptiques, 
accorde avec une proposition énoncée à la dernière page d’un précé- 
ent Mémoire (séance du 20 novembre i 843 ) où j’ai déjà fait observer 
ue, dans le cas dont il s’agit, la fonction complémentaire se réduit à 
sro. 

Lorsque la fonction /(s) reste toujours continue, par conséquent 
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toujours finie, et ne cesse pas d’être finie môme pour des valeurs 
infinies de;:, la formule(8) donne simplement 

(la) f(ePs/~^)dp 

*^-1: 

OU, ce qui revient au même, 

(>3) /(a;)=const. 


Donc alors la formule (8) reproduit purement et simplement le théo¬ 
rème IL 

Enfin, si la fonction /(cc) est supposée doublement périodique, la 
formule (i 3 ) reproduira le théorème relatif à cette espèce de fonction. 

En terminant cet article, je rappellerai que, dans les Mémoires du 2 
et du 9 octobre i 843 , j’ai déduit immédiatement de la formule (ii) 
les équations remarquables à l’aide desquelles le rapport entre deux 
produits de factorielles réciproques, tous deux composés d’un même 
nombre de facteurs, se développe en série ou se transforme en une 
somme de termes dont chacun est proportionnel au rapport de deux 
factorielles seulement. Je rappellerai aussi que, dans le cas où les 
deux termes du premier rapport ne renferment plus le même nombre 
de facteurs, on peut encore, ou le développer en série, ou le décom¬ 
poser en plusieurs termes, soit à l’aide de la formule (i. r), soit à l’aide, 
d’une autre formule plus généi'ale qui se trouve établie et développée, 
dans mes Mémoires du 3 o octobre et du 20 novembre 1843. 

J’observerai enfin que, non seulement on peut tirer de ces formules 
générales un grand nombre de formules particulières relatives à la 
théorie des fonctions elliptiques et analogues à celles qui se trouvent 
déjà dans mes divers Mémoires, mais encore que de ces formules par¬ 
ticulières on déduit souvent des théorèmes dignes de remarque et 
relatifs à la théorie des nombres. Ainsi, par exemple, la formule 




(i4) 


: I -H 2 




i + ^7- 


■ 




I -H 


H- . • • ^ 5 
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e j'ai donnée dans la séance du 20 septembre 1843, entraîne avec 
e la proposition suivante : 

Théorème V. — Soient n un entier quelconque et N le nombre des sys- 
ICS de vedeurs entières positwes ou négatives de y qui vérifient ta 
'mule 

) j:--h 3 7 *=:/i. 

l'on nomme a Vun quelconque des diviseurs entiers de rtj on aura 

. 2 7: a 

sin 

) Nr=:(- , 

^ . 1-i TT 

Sin 

somme qu indique le signe S s'étendant à tous les diviseurs a de n. 

Si les diviseurs de n, non divisibles par 3 , sont en nombre impair, 
irs, en vertu de la formule (i< 3 ), N sera liii-niémc impair et ne pourra 
vanouir. 

Si n est un nombre premier impair, l’équation (1.6) donnera 

sin --7^- 
— ÎS r= i H-5 

2 . 2 TT 

sm — 

O 

r conséquent 

.) 

double signe rh devant être réduit au signe ou au signe — , sai¬ 
nt que n, divisé par 3 , donnera pour reste i ou — i. Dans le premio'r 
5 , on tirera de la formule (l'j) 

N = 4, Y = 

par suite, si, dans l’équation (i 5 ), on assujettit les valeurs de x, y 
lemeurer positives, cette équation sera résoluble, mais d’une seule 
miere, ce que l’on savait déjà. 

49 
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Analyse »rATiiÉ.MATiftUE. — Sur la convergence des séries mulliples. 


C. R.. T. XIX, p. 1433 ( 3 o décembre 1844)- 

Soit 

(i) =!'(.*•, J, 

une fonction des variables x, y, z, ... qui, pour chaque système de 
valeurs entières, positives, nulle ou négatives attribuées à x, y, 
Z, ..., acquière une valeur unique et finie. Cotte fonction u pourra 
être considérée comme le terme général d’une série multiple dont chaque 
terme correspondrait à un système particulier de valeurs entières, 
positives, nulle ou négatives de x, y, z, - 

Réciproquement, le terme général d’une série multiple pourra tou¬ 
jours être représenté par une telle fonction de x, y, z, .... 

Soit maintenant 5 une somme formée avec un grand nombre de 
termes do la série multiple. Cette série sera dite convergente, si la 
sommes s’approche indéfiniment d’une limite unique et finie s, dans 
le cas où le nombre des termes compris dans la somme S devient infi¬ 
niment grand, et où les valeurs numériques de x,y, z, ... qui corres¬ 
pondent aux termes exclus de cette somme deviennent elles-mêmes 
infiniment grandes. Alors aussi la limiter do la soinihc partielle S sera 
ce qu’on appelle la somme de la série. 

On peut dire encore que la série multiple sera convergente, si la 
somme S devient toujours infiniment petite, dans le cas où les termes 
dentelle est composée correspondent tous à des valeurs numériques 
infiniment grandes dex,y, z, — Cette seconde définition s’accorde 
évidemment avec la précédente. Car, dans le second cas, la somme 5 
peut être considérée comme composée de termes qu’on aurait exclus 
de cette somme dans le premier cas; et par suite, si dans le premi('r 
cas la sommes converge vers une limite unique et finie, elle devra. 
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ns le second cas, converger vers une limite nulle, et réciproqiu- 
ent. 

Concevons maintenant que, pour des valeurs entières de a-, y, ü. 

re[)rcsente par 

v = (p(x, y, Z, ...) 

module de la fonction 

y, Z, ...). 

•S modules des divers termes de la série qui a pour terme général ii 
l'ont préidséinent les termes de la série dont le terme général est u; 
j)onr cette raison nous dirons que la seconde série est Va série modii- 
irc correspondante à la première. Cela posé, nommons, comme ci- 
'ssiis, S la somme d’un grand nombre de termes de la première 
l'ie. Soit, de plus, .s la somme des termes correspondants de la 
(■onde : S représentera précisément la somme des modules des termes 
mipris dans la somme S. Donc, si la somme S devient infiniment 
dite, dans le cas oii. les termes qu’elle renferme correspondent tous 
d(ïs valeurs numéri(|ues infiniment grandes de chacune des quan- 
(cs ,i;, y, Z-, .,., on pourra en dire autant, a forliori. de la somme S. 
e cette observation, rapprochée de la seconde définition des séries 
invergentes, on déduit immédiatement le théorème dont voici l’é- 
oncé : 

l’iiKoin'vMU 1 . — Une série simple ou multiple est toujours convergente 
rsque la série modulaire correspondante est convergente elle-même. 

Admettons maintenant que, la série multiple 

U = f(Æ-, y, Z, ...) 

aint convergente, on forme, avec divers termes de cette série, des 
)mmcs 

^*1 • • M • • *5 

dlement composées que le même terme ne se reproduise jamais dans 
eux sommes distinctes, et que les seuls termes exclus du système des 
ainmes 

* • * ) 
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<[uand le nombre n devient infiniment grand, soient des termes dans 
lesquels les valeurs numériques de x, r, deviennent elles-mêmes 
infiniment grandes. Enfin posons 

( 2 ) = /Tq + /fc'i 4- A'a -h. . . 4- k fl . 

En vertu de la première définition que nous avons donnée des séries 
e.onvergentcs, s,i s’approchera indéfiniment, pour dos valeurs crois¬ 
santes de n, de la limite unique et finie s qui représente la somme do 
la série multiple. Donc, en faisant croître n indéfiniment, on trouvera 

( 3 ) .Ç /iQ 4~ 4*1 4“ /i‘2 4“ . - ., 

et l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème 11 . — Une série miilliple étant supposée convergence, clésU 
giiojis par 

des sommes partielles formées avec divers termes de cette série midiipley de 
telle sorte que le même terme ne se trouve jeûnais reproduit dans deu.x^ 
sommes distinctes, et que les termes exclus du système des sommes 

/.y, Aj, A 2, • ♦ • , A/^ 

soient toujours, pour une valeur infiniment grande de n, des termes (fui 
correspondent à des valeurs numériques infiniment grandes de x , y , z, ... : 
alors la série simple 

A'o, k\, A'o, ... 

sera elle-même convergente, et elle aura pour somme la somme s de. la 
série multiple. 

Corollaire. — Si une seconde série simple 

/zq, h\, tu, ... 

est formée comme la première, elle sera pareillement convergente, et 
Ton aura encore 


(4) 


s — Ay 4- Al 4- A 2 4-. . .J 


ar conséquent 
'O 
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/tij ~4“ /ij “f" /^2 + . . -- /l'o “H “i“ /‘3 .... 

lelte dernière formule renferme le principe fécond sur lequel repose 
i transformation des séries. 

Parmi les séries multiples, on doit surtout remarquer celles qui 
eprésentent des fonctions développées suivantlos puissances entières 
lositives, nulle et négatives de plusieurs variables. On peut établir, 
l'égard de ces développements, diverses propositions analogues à 
elles que renferme mon iMémoire de i8?)i, sur le calcul des limites; 
t, pour y parvenir, il suffît de transformer d’abord ces fonctions en 
ntégrales déünies, puis de développer en séries les intégrales obte- 
lues. Ainsi, par exemple, en opérant de cette manière, on démon- 
rera sans peine le théorème suivant : 

T]iÉonÈ.Mii: III. — Si une fonction de plusieurs variables x, y, z, ... reste 
onlinuepour des valeurs de x, y, z, ... comprises entre certaines limites, 
ion seulement, pour de telles valeurs, la fonction sera développable en 
'.ne série convergente, ordonnée suivant les puissances entières de x, y, 
..., mais la série modulaire correspondante sera convergente elle- 
nême. 

Ajoutons que le calcul fournira une limite supérieure de l’erreur 
[ue l’on commettra, quand on arrêtera le développement elfecliié sui- 
ant les puissances entières de chaque variable après un certain 
lombre de termes. 


271 . 


Analyse ürATiiÉMA'nQUr.. — Mémoire sur les fonctions qui se reproduisent 

par substitution. 


Soient 


}t 


C, R., T. XtX, |). i430 (,3o déeeinbro i844)- 


X, y, Z, 
A-, Y, Z, 
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(leux systômo.s de variables liées entre elles par certaines équations, 
en vertu desquelles X, F, Z, , puissent être considérées comme des 

fonctions connues et déterminées d(^ y, ^ .La substitution des 

variables X, F, Z, ... aux variables (r, transformera une 

fonction quelconque de (X', ,r, , représentée par la notation 

r, 

en une fonction nouvelle 

r(.r, F, F, ...), 

(jui sera généralement distincte de la prembîrc. Mais, dans certains 
c,as particuliers, il peut arriver que la nouvelle fonction se confonde 
avec la premii're, ou du moins n’en diffère que par un facteur con¬ 
stant ou variable, qu’il soit aisé do reconnaître, en sorte qu’on ait 
identiquement ou 

C(.r,y,,, ...)=:C(.r, r,z,...), 

ou du moins 

t'(,r,j,.-. ...)r= AX(.F, F,F, ...), 

A' désignant une fonction déterminée de m, .s, ... que l’on puisse 
facilement reconnaître et mettre en évidence, comme étant, avec 
f(.X F, F, ...), un facteur de ta fonction f(,r, j, Alors nous 

dirons que la fonction f(.r, y, c, ...) se trouve iv.produüe par la sub¬ 
stitution des variables A’", F, Z, ... aux variables ce, y, z, ... et par 
l’adjonction du facteur A' au résultat que fournit cette substitution 
même. 

Parmi les fonctions qui peuvent se reproduire aussi par substitu¬ 
tion, il en existe quelques-unes qui méritent d’être remarquées. Telles 
sont, par ('.xeniple, celles dont la considération m’a conduit à deux 
théorèmes qu’il est facile d’établir et qui peuvent être énoncés dans 
les termes suivants : 

ïilKOnéME I. — Concevons que l'indice, n représcnle, au signe près, un 
nombre entier. Soit, de plus, 

U,t 

une fonction de l'indice n et des variables x, y, .... Enfin supposons 
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e les diverses valeurs de u^, savoir 

• ‘ ^^—3? 2> -Ij ^^'2J ^^3) * * •) 

^meni une série convergente, prolongée indéfiniment dans les deux sens, 
en suhstiluant aux imiiahles x, • dé autres variables X, Y, 

... qui soient des fonctions connues et déterminées des premières, on 
vnsforme généralement le rapport — en une nouvelle fonction équiva- 

te au rapport alors la somme s de la série (i) sera une fonction 

X, y, ... qui se trouvera reproduite par la substitution dont il 
git et par Vadjonction du facteur au résultat de cette substitution 
me. 

Démonstration, — En effet, désignons, pour plus de commodité, 
V f(x,y, r-, ...) la somme s de la série (i). On aura, non seulemeni 

t .9 = . . u^-h . . 

, ce qui revient au meme, 

signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nulle et 
gatives de l’indice n, mais encore, en vertu de riiypothèsc admise, 



rnÉORÈME IL — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème L 
factorielle P déterminée par réquation 
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sera une fonction de x, y, , qui se trouvera reproduite par la siih- 

stitiition des ixiriahles Y, Z, ... aux variables x, y, z-, ... et par 

radjonction du facteur — au résultat de cette substitution même. 

«0 

Démonstration. — En effet, dans l’hypothèse admise, la substitution 
des variables X, Y, Z, ... aux variables x, r, r, ... changera généra¬ 
lement les rapports de la forme 

Un U—n—\ 

Ua~i ’ 

en des rapports de la forme 

Un-{-\ U 

U ri «H-l 

Donc, si, pour plus de commodité, on représente par 

F(,r, 7 , -,...) 


la valeur de P que fournit l’équation (4), on aura, non seulement 



mais encore 


l'(.r,F,Z, .,.) 





ou, ce qui revient au même, 




et, par conséquent, 


F(.r, 7,^, ...)z^^F(.r,F, Z, ...). 

Uq 



Dans un prochain article, j’appliquerai les principes que je vietis 
d’établir à la recherche et à la démonstration des propriétés remar¬ 
quables des séries et des factorielles que l’on obtient, quand la fonc- 
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de X, y, Z, , représentée par u^, offre pour logarithme une 
tion entière de l’indice n. 


272 . 

.YSE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les progressions des divers ordres. 
C. R., T. XX, p. 2 (6 janvier i845). 

îs progressions sont les premières séries qui aient fixé l’attention 
géomètres. Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites dont 
îonsidérations se présentaient naturellement à leur esprit, telles 
la suite des nombi-es entiers, la suite des nombres pairs, la suite 
nombres impairs, offraient cela de commun, que les divers termes 
hacune d’elles étaient équidifféronts entre eux; et l’on se trouvait 
i conduit à remarquer les progressions par différence, autrement 
ilées progressions arithmétiques. De plus, en divisant algébrique- 
t deux binômes l’un par l’autre, ou même en divisant un monôme 
un binôme, on voyait naître \sl progression par quotient, autrement 
liée progression géométrique, qui offre le premier exemple d’une 
î ordonnée suivant les puissances entières d’une môme quantité, 
n réalité, une progression arithmétique n’est autre chose qu’une 
î simple dont le terme général se réduit à une fonction linéaire du 
bre qui exprime le rang de ce terme. 

ireillement, xxne progression géométrique n’est autre chose qu’une 
3 simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par 
exponentielle dont l’exposant se l’éduit à une fonction linéaire du 
5 de ce même terme. 

en résulte qu’une progression géométrique est une série simple 
t le terme général a pour logarithme le terme général d’une pro- 
ision arithmétique. 

y a plus : de même qu’en Géométrie on distinguo des paraboles 
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(h> divors ordres, de même il semble convenable de distinguer en Ana¬ 
lyse desprogrcftsions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra 
iiaturelleiuent appeler arilhmélique de l’ordre m une série 
si/n|)le dont l(( Irvino général sera une fonction du l’ang de ce terme, 
entière (d; du degré /«. 

Pareillenient, il ])araît naturel d’appeler progression géomëlrique de 
l'ordre ni une série simple, dans laquelle le terme général se trouve 
représenté par une exponentielle dont l’exposant est une fonction du 
rang de ce ternus entière et du degré m. 

(àda posé, 1('. terme général d’une progression géométrique de 
l’ordre w/ aura toujours pour logarithme le terme général d’une pro- 
gressi(m aritliinétique du même ordre. 

L(îs détinitions précédentes étant admises, les progressions aritli- 
méti([U('. (d, géométrique du premier ordre seront précisément celles 
ipu' l’on avait déjà examinées d’uiui manière spéciale, cellcs-là mêmes 
dont l(!s diverses propriétés, exposées dans tous les Traités d’Algèbris 
sont parlaitiunent connues de, tous ceux qui cultivent les sciences 
iiiatliémati{|ues. 

Ajoutons ((ue les ])rogrcssions arithmétiques des divers ordta's, 
(|uand on les suppose formées d’un nombre fini de termes, olfreut 
des suit('s ([ue les géomètres ont souvent considérées, et que l’on 
appi'end à sommer dans le calcul aux différences finies. T('llc est, en 
partieuru'r, la suite des carrés des nombres entiers; telle est encore 
la siiiin d(is cubes ou, plus généralement, la suite des puissances 
(mlii'i'tis <d, semblables d('. ces mêmes nombres. 

Mais, entre les div('.rses ])rogressions, celles qui, en raison des ()ro- 
priétés dont elles jouissimt, méritent surtout d’être remarquées, soûl 
l(!s progressions géométriques des ordres supérieurs au premi('r. 
Celles-ci paraissent tout à fait propres à devenir l’objet d’une nou- 
vell(! branclie d’analyse dont on peut apprécier l’importance et s(‘ 
(drnuîr une idée, en songeant que la théorie des progressions géomé¬ 
triques du second ordre se confond, en quelque sorte, avec la théorie 
des factorielles réciproques, de laquelle se déduisent si aisément l(>s 
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les propriétés des fonctions elliptiques. Ainsi qu’on le verra dans 
présent Mémoire et dans ceux qui le suivront, les formules qui 
Di’iment ces belles propriétés, si bien développées par M. Jacobi, se 
uvcnt comprises comme cas particuliers dans d’autres formules de 
me nature, mais beaucoup plus générales, que Je crois pouvoir 
rir avec confiance à l’Académie et à ceux qu’intéressent les progrès 
l’Analyse mathématique. 

Analyse. 

§ I. — Considérations générales. 

Une progression arithmétique n’est autre chose qu’une série simple, 
ns laquelle le terme général correspondant à l’indice n, se réduit 
me fonction linéaii’o de cet indice, en sorte qu’on ait, pour toute 
ieur entière, positive, nulle ou négative de n, 

IL fl "-ICZ. et -J“ 

ît h désignant deux constantes déterminées. 

Pareillement, une progression géométrique n’est autre chose qu’une 
’ie simple, dans laquelle le terme général u^, correspondant à l’in- 
:e n, se trouve représenté par une exponentielle dont l’exposant se 
luit à une fonction linéaire de cet indice, en sorte qu’on ait, pour 
jte valeur entière, positive, nulle ou négative de n, 

a, h désignant trois constantes déterminées. Il est d’ailleurs impor- 
it d’observer que, sans diminuer la généralité de la yaleur de 
jrnie par l’équation (2), on peut toujours y supposer la constante A 
duite à une quantité positive, par exemple à la base 

e m 2,7182818.. . 

s logarithmes népériens. 

En étendant et généralisant ces définitions, on devra naturellement 
peler progression arithmétique de l’ordre m une série simple dont 
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le terme général sera une fonction de l’indice n, entière et du 
degré 7n. 

Pareillement, il paraît naturel d’appeler progression géométrique de 
l’ordre, m une série simple dans laquelle le terme général se trouve 
représenté par une exponentielle dont l’exposant se réduit à une fonc¬ 
tion de l’indice n, entière et du degré m. 

Ces définitions étant admises, le terme général d’une progression 
arithmétique de l’ordre m, exprimé en fonction de l’indice n, sera de 
la forme 

( 3 ) z= -1- rtj n + «2 -H ... H- a,„ o."‘, 

ttf, « 2 , ..., a,„ étant des coefficients constants, c’est-à-dire indé¬ 
pendants de n. 

Au contraire, le tei’me général d’une progression géométrique de 
l’ordre m sera de la forme 

et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme général d’une 
progression arithmétique de l’ordre m. 

Si, pour abréger, on pose 

.'Z'O — A^c, Æj — A^i, • • •, ^ n — 

l’équation (d) donnera 
( 5 ) u„ — 

Donc le terme général d’une progression géométrique de l’ordre m 
peut être considéré comme équivalent au produit de m bases diverses 

OC^y ,a?i, Xoy • • •; 

respectivement élevées à des puissances dont les exposants 

I, riy n}y 

forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison 
est précisément le nombre n. 
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si au coefficient on substitue la lettre k, et aux bases x,, x.,, 
x„i^^, Xm les lettres x, y, s, ..., e, w, alors on obtiendra, 
ir le terme général d’une progression géométrique de l’ordre m, 
e expression de la forme 

!e terme particulier correspondant à l’indice n — o sera 

ii„= k. 

ne, si l’on nomme k le terme spécial qui, dans une progression géo¬ 
trique, correspond à l’indice zéro, le terme général correspondant 
indice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre, 
la forme 

kx'^; 

b 

is une progression géométrique du deuxième ordre, de la forme 

A-.«“J"*’; 

is une progression géométrique du troisième ordre, de la forme 

kx'>-y"-^z’^\ 


En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progrcs- 
n arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiniment 
dans un seul sens, ou e.n deux sens opposés. Si représente le 
me général d’une telle progression, celle-ci, indéfiniment pro- 
gée dans un seul sens, à partir du terme sera réduite à la série 


tlQy U\^ 


à la série 


même progression, indéfiniment prolongée dans les deux sens, 
a 

. . .J —U • • • . 


dcii progressions géométriques des dwers ordres. 


Considérons d’abord uno; progression géométrique de l’ordre m, 
dans laquelle le terme général correspondant à l’indice n, soit de 
la forme 

A désignant une quantité réelle et positive, et n une quantité entière 
positive, nulle ou négative. Si l’on suppose cette progression prolongée 
indéfiniment dans un seul sens, à partir du terme i/,, = r, elle se trou¬ 
vera réduite ou à la série 

(1) I, A, A^"‘, A“"‘, ... 

ou à la série 

(2) I, At-'i'", A'--)"', A(-3)'", .... 

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limiti; vers 
laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n, la 
quantité 

(«„)" = A""*-. 

Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la 
limite vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du 
nombre n, la quantité 

Entin, si l’on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les 
deux sons, on obtiendra la série 

(3) .... A'-“)'", A(-“>'’‘, A(-’>“, ,, A, A’-'", A»"‘, ..., 

dont les deux modules se confondront, l’un avec te module de la 
série (i), l’autre avec le module de la série ( 2 ). D’ailleurs ces deux 
modules, c’est-à-dire les limites des deux expressions 
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réduiront évidemment : i° si l’on suppose m = i, aux deux quan- 
s 

A et A“’ ; 

;i l’on suppose m impair, mais différent de l’unité, aux deux quan- 
s 

A”, A-“; 

ii l’on suppose m pair, à la seule quantité 

A“. 

utons que l’on aura encore : en supposant A < i, 

A” = o, A“* —ce; 

« 

311 supposant A> i, 

A“ = ûc, A~“=o. 

!st maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (i). 
I, (3) seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfi- 
lent prolongée dans un seul sens, est convergente ou divergente 
vant que son module est inférieur ou supérieur à l’unité. De plus, 
ind la série se prolonge indéfiniment en deux sens opposés, il faut 
istituer au module do.nt il s’agit le plus grand des deux modules, 
’on peut affirmer que la série est alors convergente ou divergente, 
vant que te plus grand de ses deux modules est inférieur ou supé- 
ur à l’unité. 

üela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus 
propositions suivantes : 

fiiÉonÈiiE I. — Soient A une quantité positive, et m un nombre impair 
’lconque, la progression géométrique 

I, A, A^"', A»'", ..., 

%t le module est A ou A", sera convergente ou divergente, suivant que- 
base A sera inférieure ou supérieure à l’unité. Au contraire, la pro- 
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gression géométrique 

I, A^’, A~-"“, A—^'", 

dont le module est A“‘ ou A~", sera convergente ou divergente, suivant 
que la hase A sera supérieure ou. inférieure à l’unité. Quant à la progres¬ 
sion 

A-»'", A-', r, A, A="‘, A='", 

qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premières et se con¬ 
fond avec la série (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que ses 
deux modules, étant inverses l’un de l’autre, ne pourront devenir simul¬ 
tanément inférieurs à l’unité. 

Si m désigne un nombre pair, on aura, non plus 

A-»"', 

mais 

A<-")"‘=: A«"‘. 

Donc alors la série Qi) no sera plus distincte de la série (i), et la 
séri(’ (3), réduite à la Ibrine. 

A’"‘, A'*"', A, I, A, A'”’, A»"’, 

ollVira d(Uix inodub^s égaux entre eux. Cela posé, on pourra évidein- 
uieut énoneer la proposition suivante : 

TnéoiiKMr. II. — Soient A une quantité positive et m. un nombre pair 
quelcoiupie. La progression géométrique qui offrira pour terme général 
A"'", étant prolongée indéfmiment, ou dans un seul sens, ou en deux 
sens opposés, sera toujours convergente si l’on a 

t\. <Z,\ ^ 

( l ii)ujours diçarjj^cnie si Voa a 

A > I. 

(Considérons maintenant une progression géométrique, et de 
l’ordre m, qui ait pour terme général la valeur de déterminée par 
l’équation 

(/i) U„— 
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ic nombre des variables 


étant précisément égal à m. Soient, d’ailleurs, 

X, y, Z, • • • > V, w 

les modules de ces mêmes variables, et k le module du coelFicient k. 
Si l’on nomme u„ le module de u,^, on trouvera 

(3) n„=rlvx«y'''7."'...v""'''\v'"'', 

ou, ce qui revient au même, 

( 6 ) 

la valeur de N étant 

J 1 2 

(7) TsV— v"«'. 

D’autre part, la progression géométrique que l’on considère, étant 
prolongée indéliniment, ou dans un seul sens, ou on deux sens oppo¬ 
sés, offrira un ou deux modules représentés chacun par l’une des 
limites vers lesquelles convergeront, pour des v<aleurs croissantes 
de n, les deux expressions 

1 ^ 

Mais, pour des valeurs croissantes de n, la valeur de N déterminée par 
la formule (7), et celle qu’on déduirait de la même formule en y rem¬ 
plaçant n par — «, convergent généralement vers la limite w. Donc, 
eu égard à la formule (G), les limites des expressions 

\ 

(U,,)", (O-,,)" 

seront généralement les mêmes que celles des expressions 

w"’”"', 

En partant de cette remarque, et raisonnant comme dans le cas où h*. 
—s. I, t. via. 3l 
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terme général de la progression géométrique se réduisait à 

on établira immédiatement les deux propositions suivantes : 

Tiiéokèsie III. -- Soit 7n un nombre impair quekoiKjue. La progression 
géométrique, et de rordre m, qui a pour terme général la râleur de dé¬ 
terminée par L équation 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, ofinira généralement 
deux modales irwerses l’un de l’autre, et sera par conséquent dmngente, 
à moins que le module w de la variable w ne se réduise à l’unité. La 
même progression, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du 
terme 

k, 

et réduite ainsi à rime des séries 


( 8 ) k, kxyz ... y’^ z\ . . kx\y'^ . 

(9) /;, A\'r'- kx'-^y' 



sera com>erge7ite si le module du dernier des facteurs qui t'enferme le 
second terme reste inférieur à l’unité. En conséquence, w étant toujours 
le module de la variable la série ( 8 ) sera cojwergente si Von a 


w< I, 

et la série ( 9 ) si Von a 

W“^<I 

ou, ce qui revient au même, 

w > T . 


Au contraire, la série ( 8 ) sera divergente si Von a 

w > I, 

et la série ( 9 ) si Von a 

w < 1 . 


Théorème IV. - Soit m un nombre pair quelconque ; la progression 
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’ométriquey et de Vordre m, qui a pour terme général 

int prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules 
riux, et sera convergente ou divergente suivant que le module w de la 
\riable w sera inférieur ou supérieur à Vunité. 

Les théorèmes III et IV supposent que le module w de la variable sv 
flere de l’unité. Si ce même module se réduisait précisément à Tu- 
té, alors, pour savoir si la série dont représente le terme général 
t convergente ou divergente, il faudrait recourir a la considération 
5S modules 

V, ..., Z, .Y, X 

autres variables, ou plutôt à la considération du premier d’entre 
s modules qui ne se réduirait pas à l’unité. En suivant cette marche, 

1 établirait généralement la proposition suivante : 

XiiÉoiiÈMK V. — Soit rn un nombre entier quelconque, et nommons 

X, y, Z, V, w 

i modules des variables 

æ, y, Z, c, tr. 

ffin, supposo/is que la progression géométrique, et de V ordre m, qui a 
)iir terme général 

U,J y>e 

il prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sera con- 
rgenle si, parmi les modules 

w, V, Z, y, X, 

premier de ceux- qui ne se réduisent pas à Vunité reste inférieur à l'a- 
lé et correspond à une variable dont Vexposant dans la formule (o) 
it une puissance paire de n, La même progression sera divergente si 
'.aie de ces deux conditions nest pas remplie. 
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Le théorème V entraîne immédiatement la proposition suivante : 


ïiiÉouÉiiE VI. — Soit m un nombre impair et supérieur à Vunité. La 
progression géomèliique, et d'ordre impair, qui aura pour terme général 

èlanl indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la 
dernière des variables 

y y . . ., IT’ 

o^?y; un module w “ i, et iavant-dernière v un module v inférieur à 
r unité. 

Il suit des théorèmes IV et V que, parmi les progressions géomé¬ 
triques, celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfini¬ 
ment dans les deux sens, ne puisse jamais être convergente. 

§ lir. — Propriétés vemarcjuables des progressions géomélrùiues 
des divers ordres. 

Désignons par m un nombre entier quelconque, et considérons une 
progression géométrique de l’ordre m, dont le terme général u„ soit 
déterminé par la formule 

(t) kx" 

On aura 

= k, f<, r= kxyz ... vw, ..., 

et par suite 

(a) -'• .= Z"-’... 

llff |_^ ij/(/t-{-l tl-hl ^ ^ ^ )”‘ 

l/l ^ 

puis on tirera de la dernière équation 

( 3 ) yn-yio _ _ _ yn"'-' jyit"'^ 
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nouvelles variables X, Y, Z, V, TF étant liées aux variables 
Z-, ... par les formules 

( /» — 11 ( m — 2i m \ m - 11 

ys^-.-v - te - 

( ?» — 1H — g I ( /» - 3 ) w ( ??? — 1 W /?? — 21 

s. .. V (f* , 


I F = mV", 

I IE=«-, 

s lesquelles les variables x, 7 , .s, ..., e, w se trouvent élevées à des 
ssances dont les exposants se confondent successivement avec les 
îbres figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équa- 
is ( 2 ) et (3) qu’il suffît de remplacer les variables .eu, 7 , z, w 

les variables X, Y, Z, ..., F, W, pour transformer le rapport 

<£« 

ane fonction nouvelle équivalente au rapport 

n-\-l 

Considérons spécialement le cas où la progression géométrique est 
vergentc. Alors, de l’observation que nous venons de faire et des 
icipes établis dans la séance précédente, on déduira immédiate- 
it les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés. 

’iiÉoaÈME 1. — Supposons que la série, ou plutôt la progression géo- 
rique 



. . f^_3, (l —25 i > ^^0? • • •) 

■t le terme général w„ est déterminé par la formule (i), reste conver- 
tc, tandis qu’on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit 


s = i{x, 7 , s, ..., V, «’) 
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Le théorème V entraîne immédiatement la proposition suivante : 

TiiÉouésiE VI. — Soit m un nombre impair et supérieur à l'unité. La 
progression géométrique, et d'ordre impair, qui aura pour terme général 

élanl indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera com>ergenle si la 
dernière des variables 

J'y • • • î 

offre un module \v — i, et Vavant-dernière v un module v inférieur à 
l’unité. 

Il suit des théorèmes IV et V que, parmi les progressions géomé¬ 
triques, celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfini¬ 
ment dans les deux sens, ne puisse jamais être convergente. 

§ in. — Propriétés remarquables des progressions géomélruiues 
des divers ordres. 

Désignons par m un nombre entier quelconque, et considérons une 
progression géométrique de l’ordre m, dont le terme général u„ soit 
déterminé par la formule 


(0 

k.v'>Z’'”. . . (V«’". 

On aura 

«1 = kxyz ... vtv, ..., 

et par suite 


(^0 

- 't x”- . .. e"-'"'’ (t’"'", 

uo 


Uff 1.J )® ^ ^ «-+-1 


ii^ xyz . . . vw 


puis on tirera de la dernière équation 

( Y"- 
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nouvelles variables X, F, Z . V, W étant liées aux variables 

s, ... par les formules 

Jcy- z ^... V'i-Hv’», 

I »? — Il ( nî • - 2 ) ;// ( m. ■ 1 ) 

yz^,..v - iv - , 

( w —1) f/;y-~2) (w —.1) ;m f w; — 1 ) f /« — 2} 
tp , 


f F ==:: PIP'", 

1 

s lesquelles les variables x, y, z, .... e, w se trouvent élevées à des 
jsances dont les expos.ants se confondent successivement avec les 
ibrcs figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équa- 
is( 2 ) et (3) qu’il suffit de remplacer les variables x,y, z, v, w 
les variables X, F, Z, .V, W, pour transformer le rapport 

Uo 

,inc fonction nouvelle équivalente au rapport 

'/liti. 

Jh 

onsidérons spécialement le cas où la progression géométrique est 
vergcntc. Alors, de l’observation que nous venons de faire et des 
icipes établis dans la séance précédente, on déduira immédiate- 
it les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés. 

iiÉORÈJiE I. — Supposons que la série, ou plulôt la progrcssio/i géo- 
nque 

..., M_3, H_2, H„, «i, «J, IH, ..., 

t le terme général u„ est déterrnmépar la formule (i), reste, conver- 
le, tandis qii’oji la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit 



s~i{x,y, Z, ..., (>, M-) 
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la somme de cette même progression, en sorte gu on ait 

( " ) 1 ( Xy y y Zy . • . , (''5 “H O - 1 ^2 'H -4- . . - . 

Soient encore X y Z, ..., F, W de nouvelles variables liées aux variables 
Xy r, ..., (Pjoa/' les formules ( 4 )- La fonction i\xy y, -, ..., <y) 

se Iroiwera reproduite par la substitution des variables nouvelles X, 7 , 
Z, . .., F, IF aux iKiriables x, j, -, . . ., i-’, iv et par Y adjonction du 
facteur 

— “ xyz, . . v\v 

Ut) 


au résultat de cette substitution, et^ par conséquent, la fonction 
f(ir, y, Zy ..., Ç’, (y) vérifiera Véquation linéaire 

(S) Hx,y, Z, .,,, i>, w) ™ xfz. ..iHv f(A", V, Z, V, W). 

Tiiéouème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
la factorielle P déterminée par l'équation 


<«> ‘'=('-"S)('^ 








sera encore une fonction de x, y, j:;, ..., P", tv, qui se tramera, reproduite 
par la substitution des variables X, Y, Z, ..., F, VV aux variables x, y, 
Z, ..., r, w et par l'adjonction du facteur 


Ux 

— zz= xyz .. . v\v 
U{\ 

au résultat de cette subslitution. Donc, si, pour plus de commodité, on 
désigne par 

(lo) P — Ÿ{x,y, Z, V, ^v) 

la valeur de P que fournit Véquatioîi ( 3 ), la fonction F(j?, y, r-, ..., r, (ï') 
aura la propriété de vérifier U équation linéaire 


(>0 


FixyjyZ, ..r, «0 . .(n.p F(xr, Y, Z, ...y V, IF). 
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— lYouvelles formules relatives aux progressions géomélriques des divers 
ordres et aux fonctions qui se reproduisent par substitution. 

ux formules générales établies dans le paragraphe précédent, on 
t en joindre quelques autres, qui méritent encore d’ètre remar¬ 
es; celles-ci se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux 
irèmes relatifs aux fonctions qui se reproduisent par substitution, 
nouveaux théorèmes peuvent s’énoncer comme il suit : 

[lÉouÊME 1 . — Concevons que Vindice n représente, au sigvie prés, un 
bre entier. Soit, de plus, 

nn 

fonction de Cindice a et des variables x, y, x?, .... Enfui, supposons 
les diverses valeurs de Uf ^, savoir 

//^ 3 , iiQ, £/,, U., ih, 

lent une série convergente, prolongée indéfiniment dans les deux 
. Siy en substituant aux variables x, y, x?, ... d'autres vaimbles X, 
r, ... qui soient des fonctions connues et déterminées des prcTniêres, 
mnsforme généralement Uj^ en alors la somme 

s rr . . . -f- Wq -f- Wj -f“. . . 

I série (t) sera une fonction de a?, r, s, ... (juise trouvera reproduite 
la substitution dont il s’agit. 

émonslraiion. — En effet, désignons, pour plus de commodité, par 
y, s, ...) la somme s de la série (i). On aura, non seulement 

►mme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières 
tives, nulle et négatives de n, mais encore, en vertu de l’hypothèse 
isc, 

[(A-, F, Z, ...)--= 

)mme, évidemment, ne diffère pas de on trouvera défi- 
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nitivemcnt 
(3) 

TiiÉonÈME II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, la factorielle P déterminée, par l’équation 

( 4 ) P “ . . . ( I + ) ( I “H W —1 ) ( I H” U^, ) ( I -H 1 ) ( t + ué) ’ . . 

sera encore une fonction de x, y, z-, ... qui se trouvera reproduite par la 
substitution des variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, z, .... 

Démonstration. — En effet, représentons, pour plus de commodité, 
par Ÿ{x,y, z, ...) la factorielle P. L’équation (4) donnera 

7, • ..)=.. .(I-4- ?/->) (i-t- H-i) (i + H„) (i -f- <ei) (1 + .. ; 

puis on en conclura, en remplaçant x, y, z, ... par X, Y, Z, ..., 

F (A", Y, Z, + i(-i) (l + (H- «l) (> + “2) (‘ -I- 'C-i) - • • . 

et par suite 

(“O F(.r,/,.:, ...)^F(.r, Y, Z, ...). 

Supposons maintenant que les deux modules de la série (i), pro¬ 
longée indéfiniment dans les deux sens, soient, l’un inférieur, l’autre 
supérieur à l’unité, de sorte que, la série (i) étant divergente, les 
deux séries 

U 1, llo^ f/g, • • • y 

III 

soient Tune et l’autre convergentes. Alors, à la place du théorème IJ, 
on obtiendra évidemment la proposition suivante : 

IbiÉORÈME III. — Supposons que la série (i) qui a pour terme général 
iij^, étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de 
cette série qui correspondent, Vun à des valeurs positives, Vautre à des 
valeurs négatives de Vindice /?, soient, le premier inférieur, le second supé¬ 
rieur à runité. Si, en substituant aux variables x, y, r, ... d*autres 
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Mes X, V, Z, ... qui soient des fonctions connues des premières, on 
forme généralement u,j en u„+^, alors la factorielle P déterminée par 
ation 

p=.. .(^1 + (^1 + (H-Mo)(l H- «i) (l-H «O- • • 

une fonction de x, y, s, ... qui se trouvera reproduite par la substi- 
n des variables X, Y, Z, ... aux variables x, y, z, ... et par l ad- 
ion du facteur Ug au résultat de celte substitution meme. 

imonstration. — En effet, représentons, pour plus de commodité, 
F{x,y, Z,...) la factorielle P. L’équation (6) donnera 

(x,y,z, -+-«„)(!-h 

. on en tirera, en remplaçant a?, y, ... par X, F, Z, ..., 

'(^r, r, Z,(^1 -h (f jI;) “ 2 ) • • 

3 ar suite, 

V{sc,y, Z, ...) = Y, Z, ...). 

onsidérons maintenant une progression géométrique, et de 
dre m, dont le tei’me général correspondant à l’indice n, soit 
îrminé par une équation de la forme 

tirera de cette équation 

valeurs des variables 

JT, Y, Z, ..., V, w 

nt liées à celles des variables 


OEui^res de C. — S. I, t. VIII. 
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par les formules 


= xyz... vw, 

F =: xy-s^.. ■ e"*'’’ 


( /« — 1 ) I “ 2 ) m — 


Z —xy'^zF . 


V = inv'", 
W=w. 


Cela posé, on déduira évidemment des théorèmes I, H. III les propo¬ 


sitions suivantes : 


TiiÉoitèME IV. — Supposons que la progression géomélrique, el de 
l'ordre m, qui a pour terme général 


= XY'^ Z"-' . . W'-’", 


lla=xy 


reste convergente dans le cas où elle est indéfiniment prolongée dans les 


deux sens ; et soit 


f{j:, J, w) 


la somme de cette projection géométrique. Alors, en nommant X, I, 
Z, ... des variables nouvelles liées aux variables x, y, z, ... par les for¬ 
mules (lo), on aura 

(il) ((x,y, Z, ..., V, iv) = f(.-I , F, Z, ..., F, IP)- 

Théorème V. - fxs mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si l’on représente par 

Y{x,y, Z, ...,v, w) 

la factorielle 

. . .(l -h «-a) (l + (i-i) (l -l- «o) (■ + “i) “2)- • •’ 

on aura encore 

(12) P(.^. •<’) = F(.r, F, Z,..., V, W). 

Théorème YI. — Supposons que la progression géométrique, et de 
l'ordre m, qui a pour terme général 

u„—xy’^z‘^-. w"'’". 
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prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modales de 
progression qui correspondent, l’un à des valeurs positives. Vautre 
' valeurs négatives de n, soient le premier inférieur, le second supé- 
■ à l’unité. Alors, en nommant X, Y, Z, ... des variables nouvelles 
aux 7->ariahles x, y, z, ... par les formules (lo), et en désignant par 
,y, Z, V, fp) la factorielle 

vuvera 

F{x,y,z,..., V, fP) «„ F (J-, r,Z,..., V, JV). 

ins le cas particulier où les progressions que l’on considère sont 
econcl ordre, les divers théorèmes que nous venons d’énoncer, 
Ls aux propositions fondamentales du calcul des résidus, four- 
3 nt le moyen d’établir un grand nombre de formules dignes de 
irque, et relatives aux factorielles réciproques, ou, ce qui revient 
lème, aux fonctions elliptiques. Si l’on suppose, au contraire, 

1 s’agisse de progressions géométriques d’un ordre supérieur au 
nd, alors, à la place des formules qui sc rapportent à la théorie 
actorielles réciproques, on obtiendra des formules plus générales 
je développerai dans d’autres Mémoires. 


273. 

HMÉTiQUE. — Rapport sur un Mémoire de lA. Guy, capitaine d’artillerie 
et ancien élève de l’École Polytechnique. 

G. R., T. XX, p. 67 (i3 janvier t845'). 


Académie nous a chargés, M. Binet et moi, de lui rendre compte 
1 Mémoire présenté par M. le capitaine Guy, et relatif à une ques- 
d’Arithmétique. Pour faire bien comprendre ce qu’il y a de nou- 
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veau dans les résultats obtenus par l’auteur du Mémoire, il nous paraît 
utile d’entrer ici dans quelques détails. 

Les diverses opérations de l’Arithmétique peuvent être appliquées, 
ou à la détermination exacte, ou seulement à la détermination approxi¬ 
mative dos quantités inconnues. Ainsi, par exemple, la multiplication 
et la division arithmétiques peuvent avoir pour objet la recherche des 
valeurs ou exactes ou approchées du produit ou du rapport de deux 
nombres donnés en chiffres. Lorsqu’il s’agit de calculer les valeurs 
exactes, les procédés connus résolvent complètement la question. On 
a aussi donné les moyens de calculer les valeurs approchées; mais les 
règles qu’on a énoncées à ce sujet dans les Traités d’Arithmétique 
étaient demeurées incomplètes, ainsi que nous allons l’expliquer. 

Le produit de deux nombres peut être considéré comme formé par 
l’addition des produits partiels qu’on obtient en multipliant les divers 
chiffres du multiplicande par les divers chiffres du multiplicateur. 
D’ailleurs, ces produits partiels sont de divers ordres, suivant qu’ils 
représentent des unités, des dizaines, des centaines ou des dixièmes, 
des centièmes, etc., et leur somme totale peut être considérée elle- 
même comme formée par l’addition de sommes partielles, dont cha¬ 
cune comprendrait tous les produits de même ordre. Cela posé, con¬ 
cevons qu’il s’agisse de calculer seulement une valeur approximative 
du produit de deux nombres. Il est clair qu’on pourra se contenter de 
calculer quelques-unes des sommes partielles, en rejetant toutes celles 
qui se composent de produits dont Tordre est inférieur à une certaine 
limite. Or, de cette limite dépend Terreur commise. Dans la séance du 
23 novembre 1840, Tun de nous a indiqué le moyen de mesurer cette 
erreur, dont la connaissance permet de résoudre le problème qui con¬ 
siste à calculer le produit de deux nombres avec un degré d’approxi¬ 
mation donné. 

Lorsque Ton connaît, a priori, non plus les deux facteurs, mais 
Tun d’entre eux et le produit, et qu’il s’agit do calculer l’autre fac¬ 
teur, l’opération à effectuer est une division, le dividende n’étant 
autre chose que le produit du diviseur par le quotient. D’ailleurs, 



EXTRAIT N» 273. 


413 


r déterminer le quotient à l’aide de la règle généralement connue, 
létennine ses divers chiffres par des opérations successives, et 
retranche du dividende, après chaque opération nouvelle, le pro- 
du chiffre trouvé par le diviseur tout entier ou, ce qui revient 
ïiême, la somme partielle des produits des divers ordres qu’on 
endrait en multipliant le chiffre trouvé par les divers chiffres du 
scur. On obtiendra, non plus la valeur exacte, mais seulement la 
ur approchée du quotient cherché, si, dans chaque somme par- 
e, on néglige tous les produits partiels dont l’ordre est inférieur 
le certaine limite, ou bien encore si l’on tient compte uniquement 
produits dont l’ordre surpasse une certaine limite et des reports 
proviennent des produits de l’ordre immédiatement inférieur h la 
:te dont il s’agit. La détermination de l’erreur commise dans le 
nier cas pourrait se déduire immédiatement de ce qui a été dit, 
s la séance du 23 novembre i84o, sur l’erreur qui affecte la valeur 
rochéc d’un produit. Mais cette remarque n’avait point encore été 
et, quant à l’erreur commise dans le second cas, elle n’avait 
orc ôté estimée, du moins à notre connaissance, que d’une ma- 
’e inexacte. Les auteurs de Traités d’Arithmétique avaient sup- 
é, a tort, que la partie de cette erreur due a chaque soustraction 
surpasse pas une unité de l’ordre auquel on s’arrête. M. le capi- 
le Guy l’cctifie cette assertion, et prouve très bien que la limite i 
t être remplacée par la limite 2. D’ailleurs, l’appréciation de l’er- 
r qui peut affecter chaque dividende partiel dans la division aj)- 
ximative conduit immédiatement, comme l’auteur du Mémoire l’a 
larqué, à la règle que l’on devra suivre si l’on veut obtenir le quo- 
it de deux nombres avec un degré d’approximation déterminé, 
lous ajouterons que, à la limite 2 ci-dessus rappelée, on peut suh- 
uer, avec avantage, la limite plus basse 1,8, qui se trouve elle- 
aie indiquée par l’auteur du Mémoire. 

în résumé, les Commissaires pensent que l’auteur du Mémoire 
mis à leur examen, en rectifiant une erreur qui n’avait,point été 
rçue, et en traçant avec sagacité la marche que l’on doit suivre, 
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dans la division approximative, pour obtenir le quotient de deux 
nombres avec un degré d’approximation déterminé, a ainsi apporté 
un perfectionnement utile à une opération usuelle de l’Aritlimétique. 
Ils proposent, en conséquence, à l’Académie d’accorder son approba¬ 
tion au Mémoire de M. le capitaine Guy. 
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ÂNAr.YSii MATIIÉ5IAÏIQUE. — ISote siü' diverses conséquences du théorème 
relatif aux valeurs moyennes des fonctions. 

C. il., T. XX, p. 119 (9,0 janvier t845). 

Considérons d’abord une fonction d’une seule variable x, et suppo¬ 
sons que, en attribuant au module de cette variable une valeur déter¬ 
minée, on prenne successivement pour argument les divers multiples 
d’un arc représenté par le rapport de la circonférence à un nombre 
entier n. Aux n valeurs distinctes de la variable x, ainsi obtenues, 
correspondront n valeurs do la fonction elle-même, et la moyenne 
arithmétique entre ces dernières convergera, pour des valeurs crois¬ 
santes de n, vers une limite représentée par une certaine intégrale 
délinio. Cette limite est la valeur moyenne, de la fonction pour le module 
donné d(! la variable x. 

Cela posé, le théorème relatif aux valeurs moyennes des fonctions 
d’une seule variable peut s’énoncer comme il suit : 

Tiiéohème I. — Si une fonction de la variable X reste, avec sa dérivée, 
fonction continue du module et de l’argument de la variable, pour toute 
valeur de ce module comprise entre deux limites données, la valeur 
moyenne de la fonction sera, entre ces limites, indépendante de la v>aleur r 
attribuée au module de la variable. 

Il y a plus ; en s’appuyant sur la théorie des intégrales singulières. 
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ivouvera aisément qu’on peut étendre le théorème I au cas même 
a (onction dérivée devient infinie ou discontinue pour certaines 
urs de la variable et pour des valeurs du module comprises entre 
l(Hix limites données. A la vérité, pour l’exactitude de la démon- 
tien, il convient de supposer que le nombre de ces valeurs reste 
. Mais cette dernière condition se trouve généralement remplie; 
d’ailleurs, pour prévenir toute objection, nous supposerons que, 
s les théorèmes suivants, il s’agit uniquement de fonctions dont 
tlérivées ne deviennent pas infinies ou discontinues pour une inti- 
‘ (le valeurs de la variable x. 

bi ayant égard à la remarque précédente, et observant qu’une fonc- 
I continue de. la variable a; est tout simplement une fonction con- 
10 du module et do l’argument de cette variable, on déduira géné- 
unent du tbéorèmo T la proposition relative .au développement des 
étions, suivant les puissances entières des vari.ablcs, c’est-à-dire 
second théorème dont voici l’énoncé : 

’iii;nnf’.MH II. — Si une foncùon de la x^ariahle x reste continue entre 
'.aines limites du module de celte variable, elle sera, entre ces limites. 
\draLeme.ni déeeloppable en une série convergente ordonnée suivant les 
ssance» entières de x. 

1 importe de rappeler ici que, le terme indépendant de la variable a:, 
is le développement d’une fonction de cette variable, sera, comme 
’ai remarqué dans la séance du u 3 juillet i 843 , la valeur moyenne 
la fonction, correspondante à un module de x pour lequel le déve- 
pernent peut s’olï'cctuer. Pareillement, le coefficient d’une puis- 
icc entière, positive ou négative de x, dans le même développement, 
a la moyenne du quotient qu’on obtient en divisant la fonction 
cette puissance. On peut donc énoncer encore la proposition sui- 
ite ; 

riiÉoiiÈîiK 111 . — Si une fonction de la variable x reste continue entre 
laines limites du module de cette variable, elle sera, entre ces linnle.s, 
nèralemenl déve.loppahle en une série convergente, dont cliatiue terme 
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sera le produit d’une puissance entière positive, nulle ou négative, de x, 
par la valeur moyenne du rapport de la fonction à la même puissance, 
cette valeur moyenne étant calculée pour un module de x compris entre 
les limites données. 

Il suit du théorème précédent que la valeur générale d’une.fonction 
de X qui demeure continue entre deux limites données du module de 
la variable x est complètement déterminée quand on connaît la valeur 
particulière que prend cette même fonction pour une valeur particu¬ 
lière du module de x, l’argument de x restant d’ailleurs arbitraii’c. 
Donc, par suite, deux fonctions de x qui resteront continues entre 
deux limites données du module de x seront constamment égales 
(uitre elles si clics deviennent égales pour une valeur particulière de 
ce module comprise entre les limites dont il s’agit. D’ailleurs, rien 
n’empêchera de supposer que la seconde des deux fonctions se réduit 
il zéro. Dans tous les cas, on se trouvera immédiatement conduit, 
par l’observation qu’on vient de faire, à un nouveau théorème dont 
voici l’énoncé : 


Tiiéouème ly. — Une équation dont les deux membres sont des fonc¬ 
tions de la variable x, qui restent continues entre deux limites données du 
module de cette variable, se vérifiera toujours entre ces limites si elle se 
vérifie pour une seule valeur du module comprise entre les limites dont il 
s’agit. 

Ce dernier théorème a des rapports intimes avec une proposition 
de M. Cellerier, rappelée dans la séance du 29 janvier 1844» et relative 
à une fonction de x qui s’évanouit pour toutes les valeurs réelles de la 
variable. J’ajouterai que l’auteur m’a dit un jour être parvenu à rendre 
son théorème plus général en considérant, je crois, le cas où la fonc¬ 
tion de X s’évanouit, non pour toutes les valeurs réelles de x, mais 
seulement pour celles qui ne dépassent pas certaines limites. 

Observons maintenant que les divers théorèmes ci-dessus énoncés 
peuvent être facilement étendus au cas où il s’agit de fonctions de 
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sii'urs v!iri;il)lps x, y, .... Alors on obtient, par exemple, à la 
ce. (lu théorème IV, la proposition suivante ; 

rnKOiU'MF, V. — Une équation dont les deux membres sont des fonctions 
X, y, Z-, ..., qui restent continues entre des limites données des modules 

.V- -. vérifiera toujours, entre ces limites, si elle se vérifie 

ir un seul système de valeurs particulières de res mêmes modules, com- 
ses entre les limites dont il s’agit. 

l)l)serv()us (>ncore que le second membre de l’équation mentionnée 
ns le tbéori'me V pourrait être la somme d’une série convergente, 
qu’une telle série r(;stcra effectivement fonction continue de x, r, 
... pour tous les modules de x,y, z, ... compris entre certaines 
rites, si, pour de tels modules, la série, toujours convergente, se 
mpose de termc'.s dont chacun soit représenté par une fonction con- 
iu(( de X, y, z . 


Soit 


Anacysr. 


le variable imaginaire dont r représente le module et p l’argument, 
lit, de plus, Ts{x) uni', fonction de cette variable qui reste, avec sa 
irivée, fonction continue de x, c’est-à-dire fonction continue de ret 
I p, entre deux limites données du module de r, savoir, depuis 
jusqu’à R. La fonction n(c) do r, déterminée par l’équa- 

>11 

) n(r) '-1-:: — j ^ 7 ^{x)clp, 

ira CO que nous appelons la valeur moyenne de la tonction üt(.x-); et 
',Lto valeur moyenne restera la môme pour toutes les valeurs de r 
)mprises entre les limites R {voir la 9^^ livraison des Exercices 
'Analyse et de Physique mathématique) (^); de sorte que, en suppo- 


(*) OElivres de Cauchyj S. Il, T. Xï. 
OEuvres de C. — S. I, t. VIII. 
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sauf < ;•< 11, on aura 

(•.!) n(/-,,) = n(/-:i :r.:n(R:i. 

Si, pour abréger, on pose 

7 -- /•„ e'/ v' - ', ^ R e'i 

(j désignanl, un nouvel argument que nous substituerons à l’argu- 
uK'ut/j, la formule (i) entraînera les suivantes : 

Il j ra ( y ) dq , 

Il (U) -- f js{z)dq- 

et, par suite, l’équation 

pourra être présentée sons la forme 

( H ) / m{z)dq -- - - / ra ( y■) dq. 

-’-TT./ „ e.Tr,/ „ 


Concevons maintenant que l’on prenne 


ra(-) — 


Hz) - (■('X'î 
-? 


f(Æ^) désignant une fonction de ce qui reste, avec sa dérivée, continue 
par rapport à a-, depuis la limiter — /’,, jusqu’à la limite r ~ H. L’é¬ 
quation ( 3 ) donmu’a 


I f=)--r .0.’^ , I r" (ïyL-Cfx’ , 

(•i) -- / -- dq -Z — / y--- - dq. 


D’ailleurs le module r de x étant, par hypothèse, supéri(‘ur au mo¬ 
dule /■„ de j, mais inférieur au module R de z, on aura 


(•0 


y 


X 


■ yx-' - - 


y-x- 


' X -h . 


+ .. •, 
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)n (Ml conclura 


I / y \ r Z 

- 1 -!-- (ifj — Q - I -_ 


c ['('‘.quation (/i) pourra ôtro réduite à 

n =) d ^-^ J _^ y ^- ny ) dg . 

(U‘(t(! (Icrriii'i’c forniuh!, jointe aux ('quations (.o), on tir(‘ iinmé- 


(‘UK'nt 


f("... A- « ./■ ■* -+- A— 1 .y ' H- A,) M- AI .e + A» .c" +..., 

al('ur (l(‘. A„ étant déterminée, pour une valeur nulle ou positive 
t, par la t‘ormul(‘. 

pour iint' valeur néiçativ(^ dc/î, par la formule 
A„--z — / /-« i‘(.y)d</. 

is, si l’on remplace w(a:) par »•"(“(,r) dans 1 équation (r), la toi- 
il(‘, ( (loniu'ra 

1 f\r'‘ i‘(f)dr/:::- f (.r) ^ 3 "'f ( 3 ) 

" * — TC * 71 

aie, aux équations (8) et (9), on pourra substituer la seule formule 

üutons : T<-que l’on arriverait directement à cette dernière, en inté- 
ant par rapport à l’argument p, entre les limites P ~ 

s deux membres de l’équation (7) multipliés par .•r-"; 20 que des 
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équations (7) ef (it), jointes à la formule (10) ou (u), on peut revenir 
il l’équation (6). 

En vertu de la formule (7), la fonction f(ic) qui, par hypothèse, 
reste, avec sa dérivée, continue par rapport à la variable 07, entre deux 
limites données du module rdc cette variable, savoir, depuis la limite 
/• = /’i, Jusqu’à la limite /•= R, sera développable, pour toute valeur de 
/•comprise entre ces limites, en une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances entières de cc. Cette proposition est précisément 
le théorème général sur la convergence des séries, que j’avais établi 
pour le cas où les puissances de x comprises dans les divers termes 
du développement sont toutes positives, et que M. Laurent a étendu 
au cas où ces puissances sont, les unes positives, les autres néga¬ 
tives. 

En vertu de la formule (n), dans laquelle le module rde æ devient 
constant, la valeur de A„, c’est-à-dire le coelficicnt de æ"dans le déve¬ 
loppement de la fonction i‘(x), n’est autre chose que la valeur moyen ne 
du rapport 

f (■/■•) 

correspondante à une valeur particulière du module r. 

Donc, par suite, une fonction f(Æ;) qui reste, avec sa dérivée, fonc¬ 
tion continue de la variable x, entre deux limites données /•„, R du 
module /• de cette variable, quel que soit d’ailleurs l’argument p, se 
trouve complètement déterminée quand on connaît les valeurs par¬ 
ticulières qu’elle acquiert pour une valeur particulière du module /• 
comprise entre les limites dont il s’agit. Donc aussi deux fonctions 

f{.r), F(.c), 

dont chacune reste avec sa dérivée fonction continue de la variable x, 
entre deux limites données du module de cette variable, seront tou¬ 
jours égales, entre ces limites, si elles deviennent égales pour une 
valeur particulière du module r. 

Ajoutons encore que, suivant une remarque déjà faite, la théorie 


EXTRAIT N“ m. 


m 

intégrales definies singulières nous autorise à omettre généralc- 
it dans les propositions ci-dessus énoncées les conditions relatives 
i dérivée de On se trouve ainsi conduit aux tliéorèmes II, 
IV; puis, en étendant ces memes théorèmes au cas où l’on consi- 
s plusieurs variables, on établit sans difficulté des propositions 
logues entre lesquelles on doit distinguer le théorème V. 

In terminant cette Note, j’observerai qu’on peut aisément déduire 
la formule (8) ou (9) une limite supérieure au module de A„, 
t-à-dire au module du coefïicient de x", dans le développement 
Xx). 

in effet, soient 

rj et, % 


plus grands modules que puissent acquérir les fonctions 
!'{/)= et. f(4;) = 

ir des valeurs réelles de l’angle q. On tirera de la formule (9) 

mod.A„ < 

le lu formule (8) 

mocl. A„<R-''3b. 


a posé, on conclura évidemment do la formule (7) que le déwloi)- 
lent de ffu;) suivant les puissances cnlières de x se compose de termes 
\t les modules sont respectivement inférieurs aux modules des termes 
"espondants du développement de la fonction 


) 




R 

R-J 



SC réduit simplement à 
I 


5b 


R 

l\-x’ 


is le cas particulier où l’on suppose o. 

>i d’ailleurs on nomme S le plus grand module que la fonction f(.5î) 
sse acquérir pour un module/• deæ, renfermé entre les limites/•„, R, 
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COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 
équations (7) et(iT), jointes à la formule (10) ou (2), on peut revenir 
à l’équation (6). 

En vertu de la formule (7), la fonction f(ir;) qui, par hypothèse, 
reste, avec sa dérivée, continue par rapport à la variable æ, entre deux 
limites données du module /• de. cette variable, savoir, depuis la limite 
r = jusqu’à la limite r == R, sera développable, pour toute valeur de 
?■ comprise entre ces limites, on une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances entières de x. Cette proposition est précisément 
le théorème général sur la convergence des séries, que j’avais établi 
pour le cas où les puissances de x comprises dans les divers termes 
du développement sont toutes positives, et que M. Laurent a étendu 
au cas où ces puissances sont, les unes positives, les autres néga¬ 
tives. 

En vertu de la formule (ii), dans laquelle le module r do x devient 
constant, la valeur de A„, c’est-à-dire le coefficient de æ"dans le déve¬ 
loppement de la fonction f(æ), n’est autre chose que la valeur moyenne 
du rapport 

f (.?••) 

correspondante à une valeur particulière du module r. 

Donc, par suite, une fonction f(æ) qui reste, avec sa dérivée, fonc¬ 
tion continue de la variable x, entre deux limites données /•„, R du 
module r de cette variable, quel que soit d’ailleurs l’argument p, se 
trouve complètement déterminée quand on connaît les valeurs par¬ 
ticulières qu’elle acquiert pour une valeur particulière du module r 
comprise entre les limites dont il s’agit. Donc aussi deux fonctions 

dont chacune reste avec sa dérivée fonction continue de la variable x, 
entre deux limites données du module de cette variable, seront tou¬ 
jours égales, entre ces limites, si elles deviennent égales pour une 
valeur particulière du module r. 

Ajoutons encore que, suivant une remarque déjà faite, la théorie 
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intégrales définies singulières nous autorise à omettre généralc- 
t dans les propositions ci-dessus énoncées les conditions relatives 
dérivée de f(.'X')- 0 '”^ trouve ainsi conduit aux théorèmes H, 
IV; puis, en étendant ces mêmes théorèmes au cas où l’on consi- 
; plusieurs variables, on établit sans difficulté des propositions 
lOgues entre lesquelles on doit distinguer le théorème V. 
n terminant cette Note, j’observerai qu’on peut aisément déduire 
;a formule (8) ou (9) une limite supérieure au module de A„, 
t-à-dire au module du coefficient de a?", dans le développement 

n effet, soient 

.7 et 


plus grands modules que puissent acquérir les fonctions 
r(j) r=f(/-„eï'F’) et f(5) — 

r des valeurs réelles de l’angle q. On tirera de la formule (9) 

mo(l.A„< 

e la formule (8) 

mod. A„< R-''î&. 


i posé, on conclura évidemment do la formule (7) que le dévelop- 
ent de f(a;) suivant les puissances entières de x se compose de termes 
t les modules sont respectivement inférieurs aux modules des termes 
'espondants du développement de la fonction 


SC réduit simplement à 


& 


R 

R-a.’ 


s le cas particulier où l’on suppose /•„ = o. 

i d’ailleurs on nomme s le plus grand module que la fonction f(.r) 
3 se acquérir pour un module?'de a?, renfermé entre les limites/•„, R, 
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fâ-2 

011 pourra sans inconvéntcnl remplacer, dans l’expression (12), les 
modules-J et %> par le module ^ qui sera supérieur ou au moins égal à 
chacun des deux autres. Donc le développement de î{x) se composera de 
termes dont les modides seront inférieurs aux modules des termes corres¬ 
pondants du développement de Ut fonction 


(i4) 


_R_ r-n \ _ (R -- r„).-V ^ 

R — X r,i — X ) ’ ( R .i' H X — r„ ) 


Les propositions que nous venons d’énoncer peuvent être étendues 
avec la plus grande facilité au cas où l’on considère des fonctions de 
plusieurs variables. 11 est d’ailleurs évident qu’elles fournissent le 
moyen de calculer les limites des erreurs que l’on commet quand on 
néglige, dans les développements des fonctions en séries ordonnées 
suivantles puissances entières des variables, les termes dont les expo¬ 
sants surpassent, en valeurs numériques, des nombres efi tiers donnés. 


275 . 

Analyse matuématique. — Mémoire sur la convergence de la série partielle 
(pii a pour termes les divers coefficients d'une même puissance d'une 
seule variable, dans une série multiple. 

C. R., T. XX, p. laG ('AO janvier i8|.5). 

Lorsqu’une fonction de plusieurs variables x, y, z-, ... est dévelop¬ 
pable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascen¬ 
dantes des variables x, y, z,... pour tous tes modules de ces variables 
compris entre certaines limites, les coefficients d’une puissance quel¬ 
conque de la première variable m, dans le développement ainsi obtenu, 
forment une nouvelle série qui demeure généralement convergente 

entre de nouvelles limites des modules des variables restantes y, _ 

Le fait m’a paru d’autant plus digne de l’attention des géomètres, qu’il 
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}ssible, comme on le verra dans ce Mémoire, d’établir, pour la 
mination des nouvelles limites des modules do y, z, . dos 
èmcs généraux qui permettent de résoudre des questions impor- 
> d’Analysc mathématique. Ainsi, en particulier, ces théorèmes 
liquent sans difficulté à la recherche des conditions qui doivent 
■emplies pour que l’on soit assuré de la convergence des séries 
es ou doubles comprises dans les nouvelles formules générales 
'ai précédemment données pour le développement des fonctions; 
ir conséquent, ils peuvent être très utilement employés dans la 
; de l’Astronomie qui a pour objet la détermination des mouve- 
s planétaires. 

A.-VALYSK. 


it 


§ I. — Considérât LO ns générales. 


œ r-TT rei'* ^ 


ariablc imaginaire dont r représente le module çi p l’argument, 
încore 

F(.r) 

onction do cette variable, qui reste continue par rapport à x, du 
s tant que le module de x reste compris entre certaines limites, 
nction F(a7) sera, sous cette condition, développable en une série 
ii’gcnte ordonnée suivant les puissances entières positives, nulle 
gatives de x; et si l’on nomme A„ le coefficient de x" dans le 
oppement de F(ir), on aura 

Æ-" F(.r) (fyj. , 

*- —TC 

pposons maintenant que la fonction F(uc) se décompose en 
facteurs représentés l’un par tj(x), l’autre par f(_y, ...), 

ttres 5, ... désignant elles-mêmes des fonctions déterminées 
variable iT. L’équation 

F(.j?) t=5r(.r) {{y, 


m COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

on pourra sans inconvénient remplacer, dans l’expression (12), les 
modules-J et fe par le module qui sera supérieur ou au moins égal à 
lîhacun des deux autres. Donc la développement de î{x) se composera de 
termes dont les modales seront inférieurs aux modules des termes corres¬ 
pondants du développement de la fonction 


(i4) 


/ _R_p,,_ (R — _ 

VÜ — X r„ — X / ' (Û — J"U X — r„) 


Les propositions que nous venons d’énoncer peuvent être étendues 
avec la plus grande facilité au cas où l’on considère des fonctions d(! 
plusieurs variables. Il est d’ailleurs évident qu’elles fournissent le 
moyen de calculer les limites des erreurs que l’on commet quand on 
néglige, dans les développements des fonctions en séries ordonnées 
suivantles puissances entières des variables, les termes dont les expo¬ 
sants surpassent, en valeurs numériques, des nombres eùtiers donnés. 
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Analyse mathématique. — Mémoire sur la convergence de la série partielle 
(jui a pour termes les divers coefficients d’une même puissance d'une 
seule variable, dans une série multiple. 

G. R., T. XXj ]). 1^6 ('i.0 janvier ïBq'j). 

Lorsqu’une fonction de plusieurs variables x,y, est dévelop¬ 

pable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascen¬ 
dantes des variables x, y, z,... pour tous les modules de ces variables 
compris entre certaines limites, les coefïicicnts d’une puissance quel¬ 
conque de la première variable x, dans le développement ainsi obtenu, 
forment une nouvelle série qui demeure généralement convergente 

entre de nouvelles limites des modules des variables restantes y, z, _ 

Ce fait m’a paru d’autant plus digne de l’attention des géomètres, qu’il 
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)ssible, comme on le verra dans ce Mémoire, d’établir, pour la 
nination des nouvelles limites des modules de j, .s, ..., des 
bmcs généraux qui permettent de résoudre des questions impor- 
i d’Analysc mathématique. Ainsi, en particulier, ces théorèmes 
dquent sans difficulté à la recherche des conditions qui doivent 
emplies pour que l’on soit assuré de la convergence des séries 
es ou doubles comprises dans les nouvelles formules générales 
ai précédemment données pour le développement des fonctions; 
r conséquent, ils peuvent être très utilement employés dans la 
s de l’Astronomie qui a pour objet la détermination des mouve- 
3 planétaires. 

Analysk. 

§ I. — ConsiddreUions générales. 

t 

.r r- rei‘ ‘ 

ariable imaginaire dont r représente le module et/; l’argument, 
incore 

l'(.r) 

onction de cette variable, qui reste continue par rapport à x, du 
3 tant que le module de x reste compris entre certaines limites, 
iction F(æ) sera, sous cette condition, développable en une série 
irgento ordonnée suivant les puissances entières positives, nulle 
gatives de x; et si l’on nomme le coefficient de x" dans le 
oppement de F(ir), on aura 

A„=--- f x~'’¥{x)dp. 

aposons maintenant que la fonction F(a;) se décompose en 
facteurs repi’ésentés l’un par îô(x'), l’autre par f(y, c, ...), 
ttres J, Z, ... désignant elles-mêmes des fonctions déterminées 
variable x. L’équation 

r(.c) — ro(,r) !'(/, 5, ...) 


£ P 

(ü) k,,-- --j ^ .r-" ®(.») f( J, • ..)dp, 

et il siifFira de développer la fonction 

...) 

en une série multiple ordonnée suivant les puissances entières de j, 
Z, pour que la valeur de A„ fournie par l’équation (2) se trouve 
elle-même développée en une série de termes proportionnels à des 
intégrales de la forme 



Mais le développement du coefllcient A„ ne pourra servir à en déter¬ 
miner la valeur qu’autant qu’il sera convergent. Cette simple observa¬ 
tion doit nous engager à rechercher dans quels cas la série obtenue 
sera convergente. Or on peut établir à ce sujet quelques théorèmes 
qui nous seront fort utiles, et que nous allons indiquer. 

Supposons d’abord que la fonction f(j,-,. - •) se réduise à f(j), 
r étant lui-même fonction de x. Supposons encore que f(j) reste 
fonction continue de j, pour tout module de j qui ne dépasse pas la 
limite inférieure y,, ou la limite supérieure y. Enfin, soit s la plus 
grande valeur que puisse acquérir le module de f(j), pour un module 
de 7 compris entre les limites dont il s’agit. Par d('s raisonnements 
semblables à ceux que nous avons employés dans la Note f)récédente 
(p. 421, 422), on prouvera que les divers ternuis du développermmt 
de f(j) offrent des modules respectivement inférieurs aux modules 
des termes correspondants du développement du produit 

- 

\y-y yo--/ 

Par suite aussi, les divers termes du développement du coefficient A„, 
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A 


n 



^(• 3 ^') l'{ 7 ) 


'i2o 


l’ont (les modules inférieurs aux modules des termes correspon 
s du développement qu’on obtiendra pour l’intégrale 


rS 

3 TT 



y 

y—.r 



^{x)dp, 


l(‘.v(^l()|)panl la lonction sous lo signe j suivanl les puissanens 
''r(‘s (!(' y. Donc le dévoloppemenf de sera convergcMil en 
U' UMups qiK' la série modulaire correspondante au dévedoppe- 
I d(' l’expression (4), ou même.de l’intégrale 



.Yo 




w{x) dp. 


)(uit donc; énoncer la proposition suivante : 


iKoiiéMic 1 . — Soü X = une t'ariahle imaginaire dont p désigne 

’iinient. Soü encore l’(.'r) une fonction de x (pd se décompose en deux 
eurs, représentés l'an par cs{x), l’autre par y étant lui-même 

'Uio/t de. x; et supposons que f(y) reste fonction continue de y pour 
module de y qui ne dépasse pas la limite inférieure y,, ou la limite 
rieure y. Enfin, soit A,^ le coefficient de x" dans le développement de 
) en série, ordomiée suivant les puissances entières de x, de sorte 
n ait 

A„= — / x-“ V{x)dp 


ce qui revient au même, 


i„ — ■ f x-”'in{x)i{y)dp. 


’ffira de développer f(,T) suivant les puissances entières de y pou/ que 
/efficient A„ se trouve développé en une série de termes proportionnels 

OEnvres de C. — S. I, t. VIU. 
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entraînera la suivante 


(^) 




5T(,r) f(j', 


... ) dp. 


et il suffira de développer la fonction 

...) 


en une série multiple ordonnée suivant les puissances entières de y, 
Z, pour que la valeur de A,; fournie par l’équation (2) se trouve 
(dlc-même développée en une série de termes proportionnels à des 
intégrales de la forme 


I 

•2 71 



.rr 


-n y m 


. ÜJ (.r) dp. 


Mais le dév(doppemcnt du coefficient A„ no pourra servir à en déter¬ 
miner la valeur qu’autant qu’il sera convergent. Cette simple observa¬ 
tion doit nous engager à recherclier dans quels cas la série obtenue 
sera convergente. Or on peut établir à ce sujet quelques théorèmes 
qui nous seront fort utiles, et que nous allons indiquer. 

Supposons d’abord que la fonction î{y,z, ...) se réduise à IXy), 
V étant lui-même fonction de x. Supposons encore que f(y) reste 
fonction continue de y, pour tout module de y qui ne dépasse pas la 
limite inférieure yo ou la limite supérieure y. Enfin, soit ^ la plus 
grande valeur que puisse acquérir le module de f(,y), pour un module 
de J compris entre les limites dont il s’agit. Par des raisonnements 
semblables à ceux que nous avons employés dans la Note précédente 
(p. 421, 422), on prouvera que les divers termes du développement 
d(! f(j) offrent des modules respectivement inférieurs aux modules 
des termes correspondants du développement du produit 

- 

\y--7 y»—.x; 

Par suite aussi, les divers termes du développement du coefficient A„, 
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A„' 


I 

27r 





V2o 


rolU (les modules inferieurs aux modules des termes correspon 
s du dcîvedoppement qu’on obtiendra pour l’intégrale 



i(îV('loppant la fonction sous le signe /' suivant les puissances 
'res d(^ )/. Donc le développement de A„ sera convergent en 
K' temps que la série modulaire correspondante au dével(jpije- 
t d(' r('xpression (/j), ou même de l’intégrale 



.Vo 


.Vil — J 


îri(c^;) dp. 


xuli. (loac énoncer lu proposition suivanto : 

iKoiU'iftic I . — SoU X •=. une variable imaginaire donl p désigne 

piment ^ Soit encore F(.'r) une fonction de x (juise décompose en deux 
eiirs, représentés r un par zü(x), Vautre par !*(/), y étant lui-même 
dion de x; et supposons que f(.y) fonction continue de y pour 
module de y qui ne dépasse pas la limile inférieure Vp ou la limite 
rieiire y. Enjiny soit le coefficient de x'^ dans le développement de 
) en série ordonnée suivant les puissances entières de x, de sorte 
71 ait 

A„= ^ j x-"l’(x)dp 
';e (/ni nmcnl au même, 

/ x-”-wi^x)'i{y)dp. 

(Jiixt de développer f( jO ^oxvcml les puissances enlieres de y pow cjue 
lejjicienl. A,, se Lrouve développé en une série de termes proportionnels 
OFAun es de C, — S. 1, t, VIU, 


enlraînera la suivante 


( 2 ) 


A/i ~ r- / ® (■i’) f( JS -. • • • ) dp. 


et il suffira de développer la fonction 


f(/, 


•••) 


en une série multiple ordonnée suivant les puissances entières dey, 
pour que ia valeur de A„ fournie par l’équation (2) se trouve 
elle-même développée en une série de termes proportionnels à des 
intégrales de la forme 


I 

•ir. 



. .. ïïT(.r) dp. 


Mais le développement du coefficient A„ ne pourra servir à en déter¬ 
miner ta valeur qu’autant qu’il sera convergent. Cette simple observa¬ 
tion doit nous engager à rechercher dans quels cas la série obtenue 
sera convergente. Or on peut établir à ce sujet quelques théorèmes 
qui nous seront fort utiles, et que nous allons indiquer. 

Supposons d’abord que. la fonction f(y,s, ...) se réduise à f(y), 
r étant lui-même fonction de x. Supposons encore que f(,7) reste 
fonction continue de y, pour tout module de y qui ne dépasse pas la 
limite inférieure y„ ou la limite supérieure y. Enfin, soit s la plus 
grande valeur que puisse acquérir le module de f(y), pour un module 
de J compris entre les limites dont il s’agit. Par des raisonnements 
semblables à ceux que nous avons employés dans la Note précédente 
(p. 421,422), on prouvera que les divers termes du développement 
de f(y) olTrent des modules respectivement inférieurs aux modules 
des termes correspondants du développement du produit 


Par suite aussi, les divers termes du développement du coefficient A„, 
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■miné par la formule 

~ 2 ^ f "‘P’ 


■ont des modules inférieurs aux modules des termes correspon- 
i du développement qu’on obtiendra pour l’intégrale 


.s r- 

— / 

J rr 

t-' — tt 


y—r 



HJ (. 3 ;) dp, 


évoloppant la fonction sous lo signe j suivant les puissances 
res do y. Donc le dcveloppomcnt do sera convergent en 
0 temps que la série modulaire correspondante au développe- 
: de rexpression (4), ou mémo de l’intégrale 



eut donc énoncer la proposition suivante : 


ÉonÈME 1 . — Soit X “ u/ie variable imaginaire doni p désigne 

umenL Soit encore F (éî?) une fonction de x guise décompose en deux 
mrs, représentés Vim par Trfx), U autre par f(j), y étant lui-même 
'tion de œ\ et supposons que f(,x) reste fonction continue de y pour 
module de y qui ne dépasse pas la limite inférieure ou la liniite 
ieiire y. Enfuiy soit le coefficient de dans le développement de 
) en série ordonnée suivant les puissances entières de x, de sorte 
2 ait 

x-''V{x)dp 


•e qui revient au même, 

A„.=:-- r 


fira de développer ï{y) saivanl les puissances enliêres de y pour (jiie 
ejficienl A„ se trouve développé en une série de termes proportionnels 

OBufies de C. — S. 1, t. VIU. 




r/, jHHtV tlllf' U' tii Iti ii^ \ ilUî<f i^ki »/< îll‘'iîf i *’* *//l f 7\\‘< 7//, // 

sttifiru iitùuh’ (liilt'i sti'it-ilf ii pri^lh>i:h l\ d ^ infr \, \ti\otr\ 

l'i’llt' /p/ ti// nh(tt fiill'tî \ fl ili \'f ftipptini / f îp: 'Si'»// 


tit'/lK'Uf'*' Üh' i'niiVi i iU'îlii di to’ ttt * itihî't •' t'nl ? rspafhitlnh . 

Si il dillitirs idi fiornfïn A' plds "j-dnJ </?/• pu:^^^ ih-phrii lii 

l*t ri piutv tîu nu>Jnl< lA ^ A 'v liNai* s 4 \ 

(h^ifS /r77//f’V r/ti/7 Vf' t\tf/ipi i\> !< l L' #/ /// «7.' \ 7f \ 

iHdîhth's i/ift'ni Urs itd v ni^nlalf \ ih ^ \ « *■//. j/i/ «A ^ 

///f /// f/f l\\ipf t ssudi 



(In l‘(t‘llilt‘a [n-tur li* (hinufliâr tplr VriiMü . ♦rrauH»'* r au 

ra^ Ul! Il’ ^l’roîul llM'h'Ur ilu 1 i J’1 r îiauni' |a'(«rr r|j|r, î|i*|i pllîN j»ar 

l'( r U mai^ par l'i \ u Irtln*- v , , . . lir i uiaut flnru .»*. inni- 

liitli'" t[i‘ .r. Si Tnii rnîiNult'i’i’ i‘îi pari)» uiit'r lï- »‘a . »*ïi l»' > Ituu f imü *4 i , 
:* . . . si* riMliii ,rnl a dnix» un Hliluuiiira ia pr**p** aîuui uinaîifr : 

rfumiiMl. II. Stiif r î> ■ ^ ’ un^- itindSfy îdidrjNdu ^ d^int p w;;a< 

SiH/ rJirttrr là 7* « N/if di r ipiii s* dff iNNpifSf t îi 

ttvN.i' JtivttUiK, npit Si ait \ / tni pui I / , jniî I* i > if 

i'ftf n! rtt.VNNÙNt's /(NtriiiNts tir i ; <7 ^N/ipt>^>fN^ ^pi^ I? i , » irs,lr /tdaidNi 

('(Nifl/N/r (h' )' fi il(‘ r pNttt iftus !i i Nil U la; » f/- Î , . ,p'N /i^ ti* pitwt //i 

pfis ft‘\ liNNlt's i/i fi i h'ili t s \ , / ^ un A ^ liNtiU \ Mipr/l- :ii > \ \, i, l'.iilîft, \t*l! 

ft' (*th'//irirj/f (/r J*" tltUls i' dr\ ^ hi;>p'-: '-y rd j/>- 1 rn w / td d^NiHt f slit 

\‘N!il 1rs pNiSSilfU'i'S t'/iiîr/f s dy j , //• \ »// .pi t,u Ntf 


\ 



ce qid revient au même. 


A„=^ r x-’^irs{x)^{y,z)clp. 

—TC 

suffira de développer î(^y, z) suivant lespuissajices entières de y, zpour 
te le coefficient A/^ se trouve développé en une série de termes proportion- 
ds à des intégrales de la forme 




■Ü! 5 [X) dp\ 


, pour que le développement de ainsi obtenu demeure convergent, il 
fflra qiiune autre série de termes proportionnels a ces intégrales, savoir, 
lie quon obtiendra en développant Vexpression 




--~)rs(x)dp, 


mieiire elle-même convergente avec la série modulaire correspondante. 

d'ailleurs on nomme ^ le plus grand module que puisse acquérir la 
onction f‘( y, pour un module dey renfermé entre les limites y» 
mr un modale de z renfermé entre les limites z, les divers ternies 
iiit se composera le développement de offriront des modales infè- 
eiirs aux modules des termes correspondants du développement de éex- 
'^ession 


0 



.Yo 

Yo —J 



■gg\xs{x)clp. 


Si les limites inférieures y^, z„, ... peuvent être réduites à zéro, 
lors la fonction f(j, s, .. .), c’est-à-dire la fonction f(,y) ou 
J',-), ..., étant développée suivant les puissances entières des 
îriables y, ..., le développement n’offrira que des puissances 
ulles ou positives de ces variables. Alors aussi les rapports 


COMPrKS IIKMUS DK l/VCVDKMli:, 


s’rvîiiiniiiroui lt‘s t‘\pr«*ssinnN i m i‘t t(l), ipu m' trutivtMaMil 

l'tMliuffs aux deux snivaiih's : 


iN) 


Ui) 



ra t .r ') *//‘ 


r/ .r i 


D'ailIfUr^, pJUll' iîl»D*lur, ilau^n ta*((r h\pn{hrst\ lr> dr^ tdtjppiMurut^ d»* 
r(*N {•\pi’i'>Ni{Mis fii dr li'riuc^ (M’npfulhiuntdN à df-^ infi^Tatr^ dr 

la IniaiM* 

,', / ' ■ ' " ■ 

il suHira dr [juMT 

\ / 

puis d{‘ drv(di>pprr Ir^ rap]inrt- 

\ I / ï 

> i i \ i / . t / 

ru srnt*- iinlnîUirrs sin\;ud Ir^ puis^aîirrN asrrud.mlrH dr -. Ijiiauîift’ 
prsi(t\rs Z. I)tMir IrlluMtrrilH‘H t rt 11 rnîramrruül Irn jirnpti.i 
liuîis ^ui\aulrs ; 

! fil nî;j \\\ lit, Stiîi .r rt * it/it rantt/i/f irjKtiitiHiirt tlani /< 

/ (iri^urNt nî , Suti t artUf Ff j' 5 ////r (u/u'iinn <lt .1 y/// vr tlvtnatjHat a rt tir u r 
Jiiritiirs, npr'tsniit s l un pur «, / uuîrr jutr li \ t, > tîiUït iiu-uitint 

uut JaïuiuUi ili' A'\ ri \iipptt\iutK tpu ft \ j /r v/r fttut iîtiu rtf/iii/iUt \ 

paiiî itiui nunlnlr ilr y tptt ru Mtrpuwt pus mit i rîiaiut liunit \, In/iu 
Sot! \fjtrtirjjîru7ii tlt' iltUi\ It drs t Ittppt turui dt le i tfi st rtt if/i/ufu.tr 
SUîVUUl It'S ptttsSiUU'rs rniirirs dt' j\ r! pustUis \ • iu tirs t /appt m* Ui 

dr l( V) (71 srnr urdtuîUi'r sumtrif h s puissu/u^ s rrifu rt s ti u\rt rultinti \ 
dr y rurnspundru un iirrrltippruîr/ii du rurjjititjii A,,» (pu \t ra nuntti^* ni 
St la ridvUV îrtnivvv dr \ rrud ruuvrrpritir Iti svrir futnlulturr tpiî # < 1 / 7 . 
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pond au. dévcdoppement de Vintégrale 


( 10 ) 



(jo ) 


/|.29 


suwant les puissances entières et ascendantes de Y. 

TfH-:oKÈ3iE IV. — Soit X ^ une variable imaginaire dontp désigne 

rargument. Soit encore ]"(.r) une fonction dex qui se décompose en deux 
facteurs, représentés Vun parrrfxf d autre par f( y, y et étant eux- 

mêmes fonctions de X, et supposons que f( y, reste fonction continue de 

Z pour tous les systèmes de modules de y et z qui ne dépassent pas cer¬ 
taines limites 

V, Z. 


Enfin, soit le coefficient de x'^ dans le développement de F(.t?) en une 
série simple orrlonnée suivant des puissances entières de x, et posons 




r 

— î 

y 


z = 


Au développement de l‘(y, en une série double orxlonnée suivant des 
paissances entières et ascendantes de y et z correspondra un coefficient 
de kn qui sera convergent si les valeurs trvuvées de Y, Z rendent conver¬ 
gente la série modulaire qui correspond au développement d.e rintégrcde 


(^ 1 ) 



__ 


dp 


suivant les puissances entières et ascendantes de ^ et Z. 


§ II. — Application des principes établis dans le premier paragraphe. 

Supposons que, en adoptant les notations employées clans le pre¬ 
mier paragraphe, on prenne 

F(^) — Ti5{æ) r( y) 

et de plus 
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Siip[josons encore que v>{æ) reste fonction continue de x pour tout 
uioduie de x qui ne surpasse pas une certaine limite x, et que f(j) 
reste fonction continue de r pour tout module de y qui no surpasse 
pas une certaine limite y. Enfin, nommons A„ le coefficient de a?" dans 
F(æ), n étant un nombre entier quelconque, et faisons, pour abréger, 


Y 


L’intégrale (lo) du § ï deviendra 


I 

ÿ’ 


(>) 

la valeur de x étant 


i - 
“"J-. ' 


nT(.r) 


a; Y 


7 


X — xei'Y-'. 


1 

D’ailleurs, il est important d’observer que, si le rapport —^ est supé¬ 
rieur à la limite x ou, ce qui revient au même, si l’on a 


Y< 


la fonction sous lo signe J, dans l’intégrale (i), deviendra infinie 
pour une seule valeur de x correspondante à un module plus petit 
que X, savoir, pour la valeur x = o. Cela posé, en su])posant Y<< 
on aura, d’après les principes du calcul des résidus, 


(3) 



- -- an = ) 7-r- 

I — Y H- X ï ■' ‘ J 


OT(.r) 


ou, ce qui revient au même. 


(3) 



I — Y -v- iv\ 


dp zr: 


r 

l . 2 . . . /i 


D? 


i-I'Y+iV’ 


i désignant une quantité infiniment petite que l’on devra réduire à 
zéro, après les différentiations effectuées. On trouvera ainsi, pour 
valeur de l’intégrale (i), une fonction rationnelle de Y qui se pré¬ 
sentera sous la forme d’une fraction dont le dénominateur sera 
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_Y)«+<. Donc, si l’on développe cette intégrale en série ordonné^! 
i'ant les puissances entières et ascendantes de Y, la série obtenue 
1 convergente, non seulement quand on aura Y•< 

ore toutes les fois qu’on aura Y<i. Cette conclusion est d’autant 
s remarquable que, dans le cas où l’on suppose Y renfermé entre 
limites i et —^—» la somme de la série, sans cesser d’être éqniva- 

Le au second membre de la formule (3), cesse de représenter la 
iur de l’intégrale (i). Alors, en effet, d’après les principes du 
iul des résidus, on doit ajouter au second membre de la fer¬ 
le (3) l’expression 

P I OT(.r') _ Y« 

Ü, pour fixer les idées, on supposait rô(x) = i, le second membre 
la formule (3) se réduirait à 

Y" 

en ajoutant à.ce second membre l’expression (4), on obtiendrait 
! somme nulle. C’est ce qu’il était facile de prévoir. Car, x étant !(> 
dule de x, le rapport 

I 

a développable, ou suivant les puissances positives, ou suivant les 
ssances négatives de x, selon qu’on aura Y< —— ou Y > ——; 

par suite, le coefficient de a;", dans le développement de ce rap- 
t, sera nul, dans le second cas, pour des valeurs positives de n, 
dis que, dans le premier cas, il sera évidemment représenté par 
;prcssion (5). 

loncevons maintenant que l’on prenne, non plus 


y- 


X 


COMI' l'KS IIHMU S DK I.M. VDKMIK. 
l'iiilr^i'ulc ( Hi I ilii i ilfvii'mlra 


((>) 



î','; ï r » 

il \ } 


\ 




i>|, si li‘ rapport 


I \ 


.■s( inlV'riiMir à lu la \ulrur .h* fftlf lartiu- !ii(.-;;i'ul*-, r.‘i.n- 

sciili’-f [tar r(‘\|ir('ssi(in 


i i 

I f * } M \ M ^ 11 


sera (juc «Itn iioit la lnnrti«ui 

/ 

If,?! J) r.M M I M>- 


^ I .. . 


|S) 

(|iiaiui titi y |n'> 


I I . { . , . î I ^ 

i t \ > -î ' 


I : \ 


Si irailli'iii’s iiu ilrVflujiiif \ali'iir, nnti MMili-iiiral uM-f la Ituuiuin 

\ 


H. ,1- 


suivant li’s puissaiifi*,'. aNmulanloHïla rapport ^ ^ * tuaiN ciirtua-» a\ 

ra inriui* rapport, suivant lus ptüssaîun’s asmiulautos ib- S, i lia» un»* 
(lus srrios ainsi nhtuuno^MU'a rvittruiiiionl rnuvcr^^uutr quand \ voii' 
tiiuai lus tluiix uonditi(nis 


t>.)' 


\ . ^ ï. 

I v 


Il iniport-t» ïTobsurvur (|uu la prurniuru dus iuunlitiun^ rpî puuria 
ùlru oinisu, cnunmu ruiilVriuuu dans la sio’undu, si l‘(jn as- ut, a 
|dus l'ortf» raison, si Tou a k i . 
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’aprcs ce qu’on vienldc dire, le lliéorënio 111 du § 1 entrainorala 
:)Osilion suivante : 

[lÊORÈiAiE I . — Soit X = une variable imaginaire dont la lettrep 

èsente Vargiuneni. Soient, de pins, une Jonction de x qui reste 

mue pour tout module de x qui ne surpasse pas dunité, et f( j) une 
Uioîi de y qui demeure continue pour tout module de y qui ne surpasse 
une certaine limite y. linfin, supposons que, y étant fonction de x, 

[ lettre n désignant un nombre entier quelconque, on représente par k„ 
^efficient de dans le développement de la fonction 


osons encore 


'on prend 


iiême 


F(.r)---*TÎ7(x)f(j)'). 


Y 


I 

V 


y I _ X, 



'S, au développement de f ( r) suivant les puissances entières et ascen- 
tes de y correspondra un développement de k,^ qui sera convergent 
r la série modulaire correspondante si la valeur de Y vérifie la con¬ 
on 

^ < I. 


apposons maintenant que Ion ait, non plus 


v{x) “ r(/), 


.V 

F(. 2 ?) =:ïîî(.-r) f(/, 3), 


venons 



apposons encore que, csfx) restant fonction continue de x pour tout 
iule de x qui ne surpasse pas Vanité, f(y, j'este fonction continue de 
- de Z pour tous les modules de y, qui ne dépassent pas certaines 

OEtwrcs de C. — S. I, t. VIU. .Y") 
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limites Y, Z. L’intégrale, (i i) du § f deviendra 


(lO) 




Y 4-.27 Y) [(I H- Z) j; — Z] 


m{x)dp\ 


on aura d’ailleurs 

('0 (,J_Y-4.^Y)ï(i+Z)'a7-Z]~ i-Ÿ + zLi-Ÿ'+crŸ ■^(i^Z)a7-Z 

et il est clair que, en développant le rapport 


I 

i^ŸTz 


siiimnl les puissances ascendantes de Y, Z, on obtiendra une série double 
qui sera convergente acec la série modulaire correspondante, quand Y et l. 
vérifieront la condition 


Yh-Z<i. ■ 


(]ela posé, le théorème précédent, joint à la formule (ri) et au théo¬ 
rème IV du § I, entraînera évidemment la proposition suivante : 

Tiikorème II. — Soit X = une variable imaginaire dontp repré¬ 
sente rargunie/iL Soient de plus une fonction de x qui reste con¬ 

tinue pour tout module de x qui ne surpasse pas l'unité, et f(j, z) une 
fonction de y qui demeure continue pour tous les modules de y, z qui ne 
surpassent pas 'certaines limites y, z. Enfin, supposons que, y, z étant 
fonctions de x, et la lettre n désignant un nombre entier quelconque, on 
représente par le coefficient de x,^ dans le développement de la fonction 


et posons encorne 
Si l'on prend 


V{x) — ’Gj{a')\{y,z), 


Y- 


T 


y 



•z 


y ~ T — X et 



alors, au développement de f(y, z) suivant les puissances entières et ascen¬ 
dantes dey, z, correspondra un développement de A„, qui sera convergent 
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la série modulaire correspondante, si les valeurs trouvées de Y, Z véri- 
- la condition 

^ “H Z <; r. 

, dans l’enoncé do ce théorème, nous avons omis les deuxeondi- 

A'<i, Z<i, 

[loivcnt être remplies en vertu du théorème I, c’est que chacune 
os deux conditions est une suite nécessaire de la seule condi- 
(12). 

uns un prochain article, je montrerai avec, quelle facilité les prin- 
s ci-dessus établis s’appliquent à la recherche des conditions qui 
eut eti’c v(U'ih(uis, pour (jue 1 on soit assuré de la convergence des 
'S comprises dans les nouvelles lormulcs générales auxquelles se 
oi'tent plusieurs de mes précédents Mémoires. 


276 . 

A’SE MATiiÉMATiQun. — Mémoire sur diverses conséquences remarquables 
des principes établis dans les séances précédentes. 

C. R., T. XX, [). ■>.>■>. (-.«y janvier 1845). 

§ I. — Considérations générales. 

ous sommes parvenu, dans la séance précédente, à un théorème 
l’on peut énoncer comme il suit : 
lÉOKÉME I. —• Soit 

X — rei"l~'- 

variable imaginaire dont r désigne le module et p l’argument. Soient, 
lus, tss(æ') une fonction de x qui reste continue pour tout module de x 
te surpasse jias V unité, et f(j', =) une fonction dey, z qui reste con- 
pour tous les modules dey, z qui ne surpassent pas certaines limites 
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y, Z. Eiijin, iioinimyns F(a;) une fonction de x déterminée par le système 
des é(fualions 

(l) —ro(j;) ;), 

(9) J ~ I — "i-, - . 

X 

et supposons que, la lettre ii désignant un nombre entier quelconque, on 
représente par A„ le coefficient de af dans le développe me ni de F(;r) en 
séné ordonnée suivant les puissances entières positives, nulle et négatives 
de X. Au développement de r(,y, :?) suivant les puissances entières et ascen¬ 
dantes dey, Z correspondra un développement de qui sera conveigenl. 
avec la série modulaire correspondante, si les râleurs de y, z vérifient la 
fort) due 

('■>) - -1- - < r. 

y 

La coiidilion quo (ioil; remplir la fonction tô(,r), assujettie à rester 
(îontituK! pour tout module de x cfui no surpasse pas ruuitc, pourrait 
être remplacée dans l’énoncé du théorème I, comme il est aisé de le 
faire voir, par une autre condition généralement écfuivalente à la pre¬ 
mière, .savoir, ijik! la fonction ct(.z:) reste développable en série con- 
vei‘g('nt(! ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de x 
pour tout module de x qui no surpasse pas l’iinitc. 11 suit de cette 
observation que le théorème I continuera de subsister, si l’on sup- 
pos('., par exemple, 

OT(.r) = (t — xY 

ou 

ro(a;) =:r (i — x)-^, 

X désignant un nombre inférieur à l’unité. 

Observons encore que le coolïïcient A„ de x", dans le développement 
de F(a:), sera déterminé par la formule 

( 4 ) ~ f x-'‘F{x)dp, 

dans laquelle on pourra, si l’on veut, réduire à l’unité le module r de 
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ar’uiblo .r, cl. poser simplement 

æ =: 


-V37 


utons (jiie, on vertu de l’équation (i), la formule (4) pourra s’é- 
•e comme il suit : 

/ ïTC 

Hy, -)dp. 

- —TT 


îoit maintenant le coefficient du produit 

y’" 

is le développement de la fonction f(j, z) en série ordonnée sui- 
it les puissances entières et ascendantes des variables y, On aura, 
ir un module, de y égal on inférieur à y, et pour un module de ^ 
il ou inférieur à z, | 


somme qu’indique le signe2 s’étendant à toutes les valeurs entières 
lie ou ])ositives de m et do m'. D’ailleurs, le module di' x' étant 
luit a l’unité dans la formule (5), les valeurs de y, -, tirées des for- 
ilos ( 2 ) et (5), olfriront évidemment des modules égaux ou infé- 
;urs au nombre 2 . Donc, lorsque les limites y, z surpasseront le 
mlire 2 , on pourra, dans la formule (6), supposer la valeur de f( y, z) 
terminée par ré(,(uation (4)- On trouvera ainsi 


) A„ = 2 f ■*-" ^'P- 

autre part, on faisant, pour abréger, 

I 

) J x-'‘j^{x)dp, 

en supposant que la lettre caracférislique A des diirérences iinies 
it relative au nombre entier n, on aura 


A'«k„= 



w{x)dp\ 


438 
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par suite, (iu ayant égard aux formules ( 2 ), desquelles on tire 


on trouvera 


j' — a;:, 



(a:) dp 




Donc l’équation (8) donnera simplement 
(*o) A„ ~ 

Concevons à présent que la fonction 


nmlin-ine, avec les variables j, z, divers paramètres 


(Ion t 


a, h, a’, b', 

\ij (ït lT/«, tu' 


restent fonctions continues pour des modules de ces paramètres infé¬ 
rieurs à certaines limites. Si, pour de tels modules, la condition (3) se 
trouve remplie, alors, non seulement la série qui a pour terme général 
le [iroduit 

TT . \m-hni' h 

s(U'a convergente, en v(îrtu du théorème I, mais, de plus, la somme d(( 
cette série, ou le second membre de la formule ( 10 ), restera, entre 
les limites assignées aux modules des paramètres 

a, b, ..., a', b', ..., 


fonction continue de ces paramètres. Donc, en vertu du théorème IV 
delà pagc/|iG, la formule ( 10 ) subsistera toujours entre les limites 
dont il s’agit, si elle subsiste pour un seul système de valeurs attri- 
Iniées aux modules des paramètres 

cï ). è, ..., tï, b J ..., 

si elle subsiste, par exemple, pour des valeurs nulles de ces mêmes 
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imotrcs. D’ailleui's, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la formule ( in) 
éritiera certainement pour des valeurs nulles de 

a, b, a', b\ 

ces valeurs nulles correspondent des valeurs dey, z dont chacune 
passe le nombre 2 . On pourra donc énoncer la proposition sui¬ 
te : 

CiiKonéME II. — Soit rô(a;) une. fonction de x qui reste continue par 
>port à la variable x pour tout module de x égal ou inférieur à 
riilé, ou, ce qui revient généralement au même, une fonction de .v (pu. 
ir un tel /nodule, soit toujours développable en série convergente 
lonnée suivant les puissances entières de x. Soit de plus f(_y. 2 ) une 
iction de y, :■ qui reste continue, par rapport à y et tant que le 
<dule dey ne swpassc pas une certai/ie li/nile y, /li le module de z tme 
'tai/ie U/nite z. Soit encore F(a;) une fonction de x déler/ninéepar le 
!tèrne des équations 

F(.i') — 7ir(.2;) r(7, =), 

I — ,r 

y=i — x, z — . 

en nommant n, m, ?n' trois nombres entiers quelconques, représentons : 
par Kfi le coeffLcieiU de dans le dé^^eloppetnenL de 2 “ par 

rtjn coejjicient du produit dans le déçeloppe?nent de t\y, :?). 

n/in, supposons que la fonction 

nferme, ayec la variable x, divers paramétrés 

a, h, .. ., b\ . . ., 

que les coefficients 

A//, Ilm,/»’ 

\$tent fonctions continues des paramètres 

a, b, . . ., et, b, ... 

our des modules de ces paramètres inférieurs à certaines limites. Si, pour 
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de tels modides, on a comiarnmcnl 


et xi d'fuUeiirx y, z xiirpasseni le nombre 2 dcms le cas où les valeurs de 
a, b, .. ., a', h', ... s'épanouissent, alors on aura toujours, entre les 
limites assignées aux modules des paramètres a, h, , a', 1/, ..., 

(fo) 

ta valeur de k,, étant 

I 

k„—— / x-'>xir{.T)dp, 

■■ '• J—Tt 


et la lettre cat'actèristùfuc A des différences finies étant relative au nombre 
entier n. 

('oroUaire f. — Si, pour fixer les idées, on suppose 

ct(æ) — (i — 

s désignant un nombre inférieur à runité, alors, en posant, pour 
abréger, 

r„i — •+- 1 ).— 0 


on verra la valeur de k,j, ou le coefiicienl de x" dans le développement 
de ra(;r), se réduire à f.9|„. On aura donc 

(11) ICl ~ [ .1 K 

et, par suite, 

A'" k„ = [.ç — ; 

puis on en conclura 

A"‘*-"'’k„,_,„=: [s — ni — /«']„+,„■• 

Donc alors la formule (ro) donnera 

(12) 


A„= 2H,„, — ni — 
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\)r()ll(urv IL vSu[)|>()S()iis üiaiiiltMianl. i\\\i\ dans la Ibindinn 

Fl ./■■) m( .r ) 3), 

l'i'inpliKM' h' la(’l{‘iir l'( >*, o ) par nii proilnil. d(' la Ibrim' 

unit' oïl (îpi'i'ii ili's ('■([tialions ( ) 

I 

1 )\ ■ I l c.» 


aura id('ii(i(|iu‘inrnl, dans riiyin)!Iins(‘ admis(\ 


I W )\ :• ) vl 1 }• 1/(1 -1 ). 

, (Ml dnvidn[)iianl l(‘ stMMind nnnnlna» di'. la lbi*innl(‘( id ) suivant l(‘s 
issancns asiMMidanh's d(‘s varial)h‘S r, un (d)ti(Mnli‘a pour t(‘rmu 
HM’al du d(‘‘V(dnpp(Mn{Mil uiu* (‘xpiM*ssiun d(‘ la l’ornu' 


( 


lUMin d('s prnduils 


I ) 

I , - ,ni 


I) 

I . 'î . . 4 /// 


.-/// -in‘ 

} ^ y 


i .“..a. I . .ni' 


\anl ûlru lanuplacr par runilû ([iiaiid l(‘ nuinhn' /// un /n' s’uvanonil. 
UHM dans tn» nuMin* d(’*V(‘lup|)i‘m(‘n(, l(‘ (*()(‘llir<i(‘nt II,/,,,,,* du produit 

I * 1 //;, iJl 

la lnnnul(‘ ( ni ) doiiiHM’a 
. 1 A, If I)'" 

i'tirolliiirv IIL Si Tun suppose» ;i la luis 

rjTi.ri (( --(M ■ <U ^ ^j 

. par sniliM 

II, II .M *' 

tif (' S.j,t Vill. 


1 r' 


ni' 


V"'"! a,,,,,,,-/. 

\ ni i . ni 
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alors, eu égard auxfbrmules (i i) et (i4), l’équation (lo) donnera 


t' 7 ’ 


A« i{— I )"' r .. ”, - -[•« — ]«+/«■• 


1.2, ??l 1.2... nv 


Corollaire IV. — Concevons que, dans la formule (i6), on pose 

( 1 8 ) Cp (.X’ ) iirr f J — f7 iï? )l’^ ( 7 — h X )''' . . .^(x) 

ol; 


(tq) vS^) -- " ^^xy'. . . X(.r;), 

p., V, ..., p.', v', ... étant des exposants réels, 

a, h, . . ., a', h', 


des paramètres réels ou imaginaires dont les modules soient respecti- 
vemimt 

a, 1), ..., a', b', ... 


et 




deux fonctions de cc dont chacune reste continue pour tout module 
réel et fini de x. Supposons d’ailleurs que, les modules 

a, b, ..., a', b', ... 

étant tous inférieurs à Tunité, a désigne le plus grand des moduh's 
a, I), ..., et a' désigne le plus grand des modules a', b', .... en sorte 
qu’on ait 

(ao) i>a>b>..., i>a'>b'>.... 

Tant que. les conditions (ao) se vérifieront, les expressions 

(|.— rt.'r)r., (i— fjx)'', ..., (i — a'x)V-', 


resteront, pour un module de ,r équivalent à l’unité, fonctions conti¬ 
nues des paramètres a, h, , et, par suite, on pourra en dire autant 
do la valeur de A„, que déterminera le système des formules (4) et (.5). 
D’autre part, en posant 
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IM 

Il (ircM'a (l('S r(|ualioiis { i 8 ) ri ( u) ) 

il) 0(1 y) ti ({ ...Il ! (I , <ï^ i y), 

1 7.(M :ï 1 'I h'zy\..\[\ l z), 

‘S valrnrs (l(‘ s^\ h . y{, lî, ,.. r(an(. <lâ((M‘nünr('s par Ii‘s (ornuilas 

b 


(I 

' 1 

I (f 


I 1 


b 

h' 


I b 

b' 

I // 


\\ (a>iniU(\ (Ml viM'Iu (1(‘ (a‘s lurmuh's, h's fUddiih's (l(‘s (‘. 0 (dïi(M(*n(s 
s(MaMi( r^auK (ui iiilVM*i(Mirs au rappuri, 


a 

1 

I a 


I les iiioilulcs lies ('(H'IlicitMils //'. ôjjîaiix ou iiirôi'iciiii's au rap- 

Ol’l 


i a 


‘S valiMirs (!(' 


I y\ /( I I ^ ), 


('‘t(M’nîiiUM's par l(*s (orinuli's ( \\\ ), siu'oui (MM’I.ainiMmMil, la priMuiiuMM 
ni(‘.fioii (‘ourmiM» <!(' v iiunr lunl nioiluli' y iiilVM'‘uMn' à y, la 
(‘ruïuhs runriiun ruiiliniK' (h‘ - |)uur luul. ino(lul(Mlr inlVM‘*HMir à z, 
i roii a 


V • : I, , / • : J 

I a 1 a 


Ml, (•(' (|ui r(‘vi(‘u( au uhmïum 
a; ) 


i a 1 a 

y* ^ ./ 

4i a 


I.ors(]m' f/, A.A', ... s’évanouissi'ul, on [nuit nn dii'o aulaiit 

île a, a'. alors los ronnuli's ( v.f’)) s(' rciliiisiuit aux suivaul(*s 

y - ' y-, , 

ijui SC vcrificul [nnir des valeurs Unies ([indeoiuiues de y, z. On peut 
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IM 

donc alors prendre pour y, z des nombres aussi grands que l’on 
voudra, par conséquent dos nombres supérieurs à 2, et l’équation (10) 
se trouve ccu'taincment vérifiée. Au reste, on pourrait arriver directe¬ 
ment aux mêmes conclusions en observant que, dans le cas où les 
l)aramètres 

a, b, . . ., a', b’, . . . 

s’évnnmiissjmt, les équations (21), (22) donnent simplement 
9(1 - j) — j), X(I-1- -), 

en sorte que les deux fonctions 

se réduisent aux deux fonctions 


<I>(|— 7 ), X(l-f-3), 


qui, d’apriis l’bypothi’se admise, doivent rester toujours continues 
pour toul(îs les valeurs finies des variables7 et z. 

Ia)rs([ue a, h, ..., a', //, ... cesseront de s’évanouir, alors, en 
vertu du théorème I, la série double qui aura pour terme général le 


produit 


\ .m 1 . 2 ... m‘ 


1 [•? — 


renfermé sous le signe S dans le second membre de l’équation (17), 
sera une série convergente, tant que l’on aura 


y ('t Z étant choisis de manière à vérifier les conditions (26), et par 
conséquent, tant que l’on aura 

U 

f on) -1- -<; I . 

- ^ 1 — Il 1 — a 

Alors aussi, en vertu du théorème II, la formule (17) subsistera si, la 
condition (27) étant remplie, les coclficicnts 

A„, et 



KXTl'. MT N" 27C. 


(>sl(‘ii(, pour l(‘s niothilos !iUril»n('’s ;mx paraniM.n's 

• . . , (>' y ...» 


V^i.5 


(uiclioiis rouliuiics (1<‘ r(‘S |);ira!iH‘lr(‘s. Or, c/rsl, (WidiMnniont 
nra li(‘u ('ii V(Miu il<‘s (‘ondilions ( 20 ). Kn (‘(IVl, l(‘s moduh^s d{^s paru- 

it‘| Ï*(‘S 

/j . //, ... 


laiil. supposas tous iulV’.r’uMjrs l\ l’unila, l(‘s vahuirs d(' //, 

\ //.Idunru'S par l(‘s équations ( 2 .*) ), s(U‘onl évid(uuniant des 

analioiis eoulinues dt' res paraîuetr(‘s, (d. Tou pourra en diiM' aiilaut, 
;on scMihuiHUil des d(‘UK |)!’odui(s 

( l tf )'>' Il (t //j'-''. . . 

|ui (‘ulrrroul rouinu» farliuirs dans 1 rs vahuirs d('s (‘Xpr(\ssions 

I ), yy>‘‘)[ n, 

liais (Uiroi'(‘dt‘ r(*s valeurs inruu's (]ui, (ui vi’rtu d('s r(|nations (21), 
•>'.»), s(*ronl i‘(‘sp(‘(*(iviun(‘nl r2;al(’s a ('(‘s deux jiroduils uitdti|)liés, I(‘ 
a’rini(‘r, par uni' (oiudion (‘ulirr<^ d(‘ 4 , Ii‘ siMuuid, pai’ uiu‘ 

oiu^lion {‘ulirrr d(‘ //, ..,. On pourra doue énoiuau* la pro|)ositi()n 

uivauh' : 

'riiK()in:.MK III. Soi/ \\.v ) une fonc/lon de x déterminée par une 
ijUdtion de ht fonne 


désignant un nombre injerieuru. dunité. Supposons d'ailleurs 
Oi./M [i /a/* . <1> ( .r) 


f 

'/(,/•) M t/érp'{i />'.r X (./•), 

V, ... étant des exposants mV.v, X{.r) deux fotie- 

'o/is toujours continues de x, et 


a, fn u\ //, 
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des paramètres dont les modules 

a, 1), ..., a', b', ... 


soient tous inférieurs à l’unité. Enfin supposons que., n étant un nombre, 
entier quelconque, on désigne par A„ le coefficient de x'‘ dans le dévelop¬ 
pement de F(,r) en série ordonnée suivant les puissances entières de x. Si, 
en nommant a le plus grand des modules a, b, ... et ?é le. plus grand des 
modules a', b', ..., on a 

. îi n. ^ 

( v>, 'J ) - <c 1 , 

alors on aura encore 


(0.8) 


A,,::. ï(- 0- 

1.2. . .m i .‘ 2 . . .ni' ' 


la valeur de. |a’1„ étant déterminée par la formule 




s(s -h i). . . (.ç -h n — i") 
i .a . . .n 


Ainsi le. coefficient A„ se trouvera développé en une série double qui restera 
convergente, tant que la condition (27) se trouvera vérifiée. 

Il importe {.rol)server que les formules établies clans la précédente 
séaiuK'. fourniront le moyen de calculer une limite supérieure à l’erreur 
([UC l’on commettra si l’on arrête, après un certain nombre de termes, 
la série dont la somme, en vertu de l’équation (28), repx’ésente la 
valeur de A„. 

Observons encore que l’on tire, de la formule (28), 


(''■ 9 ) 


[•'■■]«'?(') jet') 

1 ]„+, (p(o x'(t) 


— —i]« <p'(i)x(') 

— [s — 2]„h-, <?' {I ) %' ( O O' — 2]„ ®Z ( 1 ) 


H- 


Comme on a d’ailleurs généralement 




m 




( n ■ 


(s — i) {s — 2 ).^ ^J 
i) ... {n -r- ni^) (.y -h n - 


ni 


- rn') 

. T.v -h /^ • 


m ) 


[Ab„ 




i:\TK.\lT N- 


hh! 

rrqiialioii (2;)) doniu'ra 

I.'m)) A„ ii-i î )|.^’l„ 

la vahuir (l(‘ 1 rlaiU 


7/1,1 '1 1 g'( 1 ) 1 



/.n) .V "1 // 1 yi.j) 1 



1 /'(i) •» 

v'c) 

x'o) 

i// J 11 la ( •».) /( 1 ) • 1 1 ) (.V -1 N 

1 ) VC) 

X"l 

1 

1 


v''(t) 

( .V i // J j 1 .S’ 

1 II ) 

y ( 1 ) 


\ 1. 

laH*s<[ii(‘ l(‘ rionihia' // th*viril(. Irî's ronsidrnihlr, la vah'iir |)i'rr.(Ml(*ii((‘ 
(Ir I (i('vi(Mil (ri*s Ahirs aussi» ru lauisidriaïul roniUH’ uu(‘ 

quaiUitr Iri's priilr du jinuniiu* ordrr, r(. nr^li^q^anl 1rs (|uaulil(^s du 
srrund ordia', on voit la loriunlr ( ')i ) sr rrduirr h ridli'-ri : 

,, , .V r y'(!'i .V I 

I .>•> ) I '• 

// i I */11 I .v i // 1 9 ( I ) 

55 il. \pplituiiitm f/<\s' titinvclli's fiirnuili's à la ilrirrnatailinn 

tit's fatiUK'ctacfiU pltnirlain's. 

Soiiuil 

I la dis(aura‘ uuil.tudlr di' ihuix plaurli^s /;/» 

T» ï' huirs auonialirs uiovruut's; 

’j>» IcMirs auuinalirs i‘xr(‘ulri<|urs. 

[.r (‘alrul <I(‘s inr;.>;alilrs [)rriodi(|iirs jiroiluilrs dans h' inouvriurnl d(‘ 
la [ilaiii'lr/;/ parla [)lau(‘(r///, (‘( dans Ir niouviunnil dr la plan!‘(r//;' 
par la pla^(‘^r//^ ('xij.i;(‘ra li‘ilrvrlopprmral du rajiporl 

I 

rn srrir ordonnrr suivani li’s puissanri's (‘iil.irrrs posilivrs, iiiilli* r( 
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négatives, des exponentielles trigonométriques 

Si l’on nomme, en particulier, 

A,; et 

les coefficients des exponentielles 

T Q J fi 1-fl' T' ) 

dans le développement dont il s’agit, on trouvera 

(i) A-n — f - dT 

et 

{■?.) \ r’'A„e'''''V^f/T'; 

et, comme on aura, en nommant e, e' les excentricités des deux orbites, 


_ T = tl; ^ T'=di'—s'sim];', 

les formules (i), (2) pourront être réduites aux suivantes 

(8) A„=.-'- 


( 4 ) 


A„,_„’=; ^ ( A„(i — e' 


En vertu de la formule ( 4 ), sera la mleur moyenne de la fonc¬ 
tion do il^' représentée par le produit 

A„(i — s'cosiJ;')e"''‘"v'-'. 

D’ailleurs, on pourra aisément déterminer cette valeur moyenne par 
la méthode des quadratures, et même, comme nous l’avons remarqué 
dans un autre Mémoire, la déterminer de manière que l’erreur com¬ 
mise soit inférieure à une limite fixée d’avance, si l’on peut déduire 
facilement de l’équation ( 3 ) la valeur de A„. Or ce dernier problinne 
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ost précisément l’un de ceux auxquels s’appliquent avec succès les 
nouvelles formules, surtout lorsque le nombre n devient très consi¬ 
dérable. C’est ce qu’il s’agit maintenant de démontrer. 

Si l’on pose 

, 1 , /-7 S 

.X ™ er ~ f, 

l’équation ( 3 ) donnera 

/.TC 

rf (.r) (/(J;, 

— TT 

la valeur de ^(x) étant 

(G) = 

et, par conséquent, A„ ne sera autre chose que le coelTlcicnt de x'‘ 
dans le développement de la fonction .T'(a:) en série ordonnée suivant 
les puissances entières de x. Il y a plus : si l’on désigne par k une 
constante réelle ou imaginaire dont le module k soit tel que 
reste fonction continue de ^ pour un module de compris entre les 
limites i et l’équation (a) pourra être remplacée par la suivante 



de laquelle il résulte que A,^ sera encore le coeiricicnt de m" dans le 
développement de la fonction F(m) déterminée par l’équation 

( 8 ) 

Mais, d’autre part, en raisonnant comme je l’ai fait dans la séance du 
9 décembre dernier, on prouvera que le rapport considéré comm(^ 
fonction de x, est déterminé par une équation de la forme 

( 9 ) ^ — _ X J. , 1- ’ 

[i — J" j i — h xe'^'J~'-Y [• — |' 

cp désignant un arc réel, et tK, a, b trois quantités positives dont les 

onuvres de C. — S. I, t. VIII, Gy 




<•011(11 lion 

(, 0 ) 


b < et < T. 


lünfin, si l’on fait, pour abréger. 


on trouvera 


•0 — lang'd arc sins). 


' ~ ^ y=5^ ^• 


tlela posé, i! sulllra évidemment de prendre 


A-Ilrz:—iX: 

iiri 


('t do plus 


o(æ) = (i — jxeÿ"^- 


■n \ y 


(' — n) '(i — b A.t;"''e~‘i’v^"') ' (r — ■/] 

ou, ce qui revient au mcîme, 

( c9(/iæ)=;(i — ^(i — ■ nx ) e '^^. 

Ci) . , ' -i _ -J, 

I — rt.r<??V"‘) ' (t—bare"?''’-"*} '(i — 

pour réduire la valeur de F(.'r), que fournit l’équation (tS), à la foriiu 

(, .1 ) F(. 4 ') -= II A" (. - .r )"'■ 9 (,:r) ^ (~) • 

Observons d’ailleurs que, si l’on substitue dans les équations (fd) 1 ; 
valeur de k tirée de la première dos formules (12), on trouvera 


(«C 


io(æ) = ^r — ^1 — -1^ e* , 

i _ -J- _ 


EXTRAIT N“ 276. 


4 - 01 

li]ii coiiiparanl la v’aleur de F(jî) fournie par l’équation (i5) ii celle 
que déterminait la formule (lü) du § I, on reconnaît que, pour obtenir 
la seconde, il sulfit de poser ^ = 4 dans la première et de la multiplier 
ensuile par la constante De plus, pour obtenir les formules (i6), 
il siiinra évidemment do poser, dans les formules (i8) et (iq) du § 1, 


d’une part. 

p. = v... 



a = 

a 

^ = 0, 


a'— a-, 

(tb 

et, par suite. 

b 

n 

b=o, 


a' — lï-, 

l/rnab, 

d’autre pai't, 

<I>(.r) = (^' - 

- — .r e'i j , 


\{x) = (l — 



Donc, lors(ju’on supposera la valeur de F(a:;) déterminée par ré([ua- 
lion ( il), la condition (27) du § 1 se trouvera remplacée par la sui¬ 
vant (> 


('I la formule (3o) du môme paragraphe par l’équation 
('«) A„=lI 4 -»(nhI)[. 9 ],; 9 (.)x(i), 


que l’on devra joindre à la formule ( 3 i) du § I. Ajoutons que, si le 
nombre n devient très considérable, I sera une quantité très petite 
(1(1 l’ordre de qui se trouvera déterminée, quand on négligera l(>s 
quantités du second ordre, par la formule très simple 


('!)) 


X'(0 _ —I 9'(D 

n + i x(i) —I 9(1) ' 
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Donc alors il sulïira que la condition (17) se vérifie pour que la 
valeur de A„, (ournie par l’équation (i) se réduise sensiblement à 
celb' que déterminent les équations (18) et (19) jointes aux for¬ 
mules (iti). 


FIN DU TOME VIII DE LA PREMIERE SÉRIE. 
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